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ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга представляет собой учебное пособие по

линейной алгебре, рассчитанное на студентов втузов и

естественно-научных факультетов университетов. Она
может быть полезной и читателю, желающему
самостоятельно познакомиться с основными понятиями

линейной алгебры.
Глава I является вводной; она содержит

необходимые для дальнейшего сведения из теории определителей
и систем линейных уравнений. Основными в книге явг

ляются главы II—VI, в которых излагается собственно

курс линейной алгебры. Остальные главы, по существу,
не относятся к линейной алгебре, но их результаты
основаны на предыдущем материале (...«некоторые ее

приложения»); эти главы могут читаться и не подряд
(см. ниже схему зависимости глав).

Глава VII посвящена общей теории кривых и

поверхностей второго порядка; она имеет целью дополнить

и углубить соответствующую часть курса аналитической

геометрии, не претендуя на ее замену.
Глава VIII, посвященная общим понятиям тензорной

алгебры, является довольно конспективной и может

служить введением в более обстоятельные изложения той

же темы, из числа которых назовем, например,
указанные в списке литературы книги [15] и [16].

Несколько необычной для учебника линейной

алгебры является глава IX, посвященная специальной теории
относительности. При изучении линейной алгебры эта

глава может быть и опущена, но опыт -преподавания
показывает, что обычно она вызывает у слушателей
большой интерес.

Главы X—XI содержат самые общие сведения из

теории групп и описание групп симметрии
геометрических фигур и тел. Глава XII—-XIII краткое, но

достаточно строгое, изложение основных йонятий теории
представлений групп и теории характеров. Конечно, все

эти вопросы уже не относятся к линейной алгебре, но



8 ПРЕДИСЛОВИЕ

методы теории групп и, в частности, основанная на

линейной алгебре теория представлений групп, играют все

большую роль в современной физике и химии, так что

учебное пособие по линейной алгебре для втузов не

может не затронуть и этих разделов.
В настоящее издание книги внесены некоторые

добавления, в частности,— параграф о жордановой форме
матрицы. От читателя не требуется почти никаких

предварительных сведений из высшей математики,
предполагается лишь, что он знаком с элементами

аналитической геометрии. Используемые здесь понятия

математического анализа (производная, интеграл) встречаются
только в примерах, которые при чтении книги могут
быть пропущены»

Содержание настоящей книги составляет

несколько, расширенный курс лекций, неоднократно читавшийся

автором на отделении физхимии химического

факультета МГУ,
Схема зависимости глав

Глава I

I

1
f

}ГлаваУН

>

f

Глава III |

'

ГлаваVI

т

ГлаваМН

f

т_,1 э

■(Глава 11

J Глава V

т

Глава IV

г*:1

Глава IX

\

Глава X

4

ГлаваХ!

V

Глава XII

Глава XIII

Москва, Август, 1978 г, Л. #, TqaQQUHQ,



ГЛАВА I

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И СИСТЕМЫ
I ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЯ

В этой главе содержится вспомогательный материал,
относящийся к решению систем линейных уравнений
(т. е. уравнений первой степени). Для исследования

таких систем вводится важное понятие определителя.

Результаты этой главы,- интересные и сами по себе, и в

приложениях к аналитической геометрии, необходимы
для понимания дальнейших глав книги,

§ 1. Системы уравнений с двумя
и тремя неизвестными

При решении одного уравнения первой степени с

одним неизвестным

ах = Ь

возможны три случая:
1. Если афЬ, уравнение имеет единственное

решение х = —.

2. Если а = 0 и Ь = 0, уравнение имеет

бесчисленное множество решений; любое число х

удовлетворяет уравнению ах = b (так как 0-х = 0) и, значит,
является его решением.

3. Если а = 0, но Ь Ф 0, уравнение не имеет

решений, так как при подстановке вместо х любого числа в

левой части получается нуль, в то время как правая
часть отлична от нуля.

Из дальнейшего будет видно, что аналогичные три

случая имеют место и при решении произвольной
системы линейных уравнений,

Рассмотрим систему двух уравнений с двумя
неизвестными!

alX + Ьху = съ

а2х f b2y = с2.
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Решением такой системы называется каждая пара
значений х = а, у = р, подстановка которых вместо х и

у обращает оба уравнения в тождества. Чтобы решить

эту систему, умножим первое уравнение на Ь2, второе —

на — Ьх и сложим их; мы получим

x{a\b2 — a2b{) ►= c\b2 — c2bx.

Отсюда, если a\b2 — a2b\ Ф 0, будем иметь

*~f£z%
'

(2)

Аналогично находим, что

а,са — а„с,

у=-^ ^. (3)

Таким образом, в случае, когда а\Ь2 — а2Ъ\ Ф 0, система

(1) имеет един ст ве н н о е решение.
Выражения, стоящие в числителях и знаменателях

правых частей равенств (2) и (3), устроены одинаково.
А именно, рассмотрим квадратную таблицу чисел

к

hi
Такие таблицы называются матрицами. Горизонтальные
ряды образующих матрицу чисел называются ее строка-
ми, вертикальные

— столбцами. Числа а\, bu а2, Ь2,
составляющие матрицу, называются ее элементами. В

нашем примере мы имеем квадратную матрицу второго
порядка. Диагональ, идущая из левого верхнего угла
матрицы в правый нижний, называется ее главной

диагональю. Знаменатели дробей, стоящих в правых частям

равенств (2) и (3), устроены следующим образом: из

произведения элементов, стоящих по главной диагонали

матрицы Л, вычитается произведение элементов,
стоящих во второй, или побочной, ее диагонали:

а\Ь2 — а2Ь\,

Полученное выражение называется определителем
матрицы А (определителем второго порядка) и

обозначается так:

К К
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Таким образом, по определению,

а2 К
= a±b2 — a2bv

В этих обозначениях числитель дроби, стоящей в прарой
части равенства (2), представляет собой определитель

'г К
= сфг - сгЬи

получающийся из знаменателя заменой первого
столбца столбцом свободных членов, а числитель дроби,
стоящей в правой части равенства (3),— определитель

ах ci
— #i£o CLnC2^1,

получающийся из знаменателя заменой второго столбца
столбцом свободных членов уравнений системы (1),

Итак, мы нашли, что если
ai bi

а2 К
ФО, то

с1 ь1

\С2 \
\а1'Ь1

к Ьг

г> У

ai ci\

а2 сг\
ai bi\

а2 Ь2\
Это — формулы Крамера для решения системы

двух уравнений с двумя неизвестными.

Пример. Пользуясь формулами Крамера, решить систему
уравнений

(2х + 5у = 8,

Р е ш е н в е.

I 85

-1 1

2 5

3 1

8 + 5

'УГЛЕ83-1' у =

2 8

3—1

13

-2-24

«13
= 2.

Рассмотрим теперь случай, когда

а2 ь2
= аф% — aa&i =; О» (4)
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Равенство (4) можно переписать так*):

h = b-±

г. е. в этом случае коэффициенты при неизвестных

пропорциональны. Если, кроме того, и

С2 Ь2
О,

с Ь

т.е. — =

—,
С% Ь2

то и свободные члены пропорциональны коэффициентам
при неизвестных, и мы имеем на самом деле одно
уравнение с двумя неизвестными — оно допускает
бесчисленное множество решений,

Наконец, если

а% ь2
= 0, но

ci bi

С2 Ь2
Ф0.

т. е. если

h-bA=±c±

то уравнения, очевидно, противоречат друг другу и

система не имеет ни одного решения.
Рассмотрим теперь систему трех линейных уравнений

с тремя неизвестными!

'

агх + Ьху + сгг = d1%
а2х + b2y + c2z = d2,
а3х + b3y + c3z = d3.

(5)

Решением этой системы называется каждая такая

тройка чисел х = а, у
= [J, z = ^, при подстановке

которых все три уравнения обращаются в тождества.

Умножив первое уравнение на
К с2

Ьз сь
Ь2с3 ~~ Ь3сг, второе—

на —
\ «1

ьз '..
= b3cx — bxc3i третье

— на
К сг

= Ьгс2 — Ь2Сх

*) Здесь и дг^ее мы считаем, что знаменатели отличны от нуля;

случай, когда это не так, рассмотрите сами.
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и сложив их все, мы получим

х(а\Ь2съ—а^зСг+Яг^з*?!—Дг^з+Дз^Сг—Д3&2С1) =
в dib2Cz — d\bzC2 + d2bzC\ — d2biCz + d^bic2 — ^362^1

(коэффициенты при рг, как легко видеть, будут равны
нулю). Отсюда, если коэффициент при х отличен от нуля,
получаем

We
~ ai\cz + SVi - e«Vs + VA - SVi'

(6)

•
v Посмотрим, как устроено выражение, стоящее в

знаменателе правой части равенства (6). Для этого

рассмотрим квадратную таблицу (матрицу третьего

порядка)

Л =
[A bi 'Л
\а% К сг\

Будем,снова называть главной диагональю диагональ,

идущую из левого верхнего угла этой матрицы в правый
нижний, и побочной — диагональ, идущую из левого

нижнего угла в правый верхний.
Знаменатель в формуле (6) представляет собой

алгебраическую сумму шести членов, каждый из которых

Рис. 1.

б)
J

является произведением трех элементов, взятых по

одному из каждой строки и каждого столбца матрицы Л,
причем знак плюс имеет произведение элементов,
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принадлежащих главной диагонали, и два произведения

элементов, образующих в матрице (равнобедренные)
треугольники с основаниями, параллельными главной
диагонали (рис. 1,а), а знак минус имеет
произведение элементов, принадлежащих побочной диагонали,
и два произведения элементов, образующих
треугольники с основаниями, параллельными побочной диагонали

(рис. 1,6).
Такое выражение называется определителем,

составленным из матрицы А (определителем третьего
порядка), и обозначается так:

й2 Ъ2 °2
аз ьз сз

Таким образом, по определению,

D =
ах Ьг сх
й% Ь2 С2
Яо Ьз сз

= яАсз + й2^зс1 + #зМг — Ct3b2ci — ^\сз ~" dib9C2.

Выражение, стоящее в числителе правой части

формулы (6), получается из знаменателя, если каждую
букву а заменить буквой d с тем же номером, т, е.

(ба)

К
к
к
\ai
а2
\йп1 3

*1
*.
h
к
к
Ь93

с1
сг
сз

ci
С2
сп3

_D1
"~

D

Аналогично можно показать, что при йфО из

системы (5) следуют равенства

У
Ei 7-Ea
D' D' (7)

где Du 1ч=1, 2, 3 — определитель, получающийся из

определителя Р заменой мо столбца столбцом свободных
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членов. Это — формулы Крамера для системы

трех уравнений с тремя неизвестными.

Пример. Решить по формулам Крамера систему уравнений
г

* + 2*/ + Зг = 7,
х — Зу + 2г = 5,
<Х+ У + 2=3.

Решение.

= — 3 + 3 + 4 + 9 — 2 — 2 = 9=^= 0;

= — 21 + 15+12 + 27 — 10 — 14 = 9,

5+14 + 9 — 15 — 7 — 6 = 0,

= — 9 + 7+10 + 21-6-5= 18.

D =

Dx =

1
1
1

7
5
3

2 31
-3 2

1 1

2 31
-3 2

1 М

D2 =

D3 =

1 7 3
1 5 2
1 3 1

1 2
1 -3
1 1

=

71
51
3

Следовательно,

ВЛ Do D*

D D

Для тог'сг чтобы понять, что такое определитель
п-го порядка, рассмотрим снова определители второго и

третьего порядков:

и

|а1
\а2
1аз

»1 сг

с-б

ai

а2

Ьг\

&2
axb2 — a2bt (8)

= flib2ca + а2Ь3сг + а8&А— аф2сг — а%Ьхсв — агЬ3с2. (9

Мы видим, что определитель есть алгебраическая
сумма всевозможных произведений его элементов,

взятых по одному из каждой строки и каждого -столбца.
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Каждое такое произведение называется членом

определителя. В каждом члене определителя второго порядка

расположим множители в порядке следования

столбцов:

ахЬ2 — а%Ъ\

и рассмотрим соответствующие расположения
(перестановки) нижних индексов (указывающих номера строк):

1, 2 и 2, 1.

В первом произведении эти индексы расположены по

возрастанию, и соответствующее произведение входит
в определитель со знаком плюс; во втором они, как

говорят, образуют беспорядок, или инверсию, 2, 1, и

соответствующий член входит в определитель со знаком

минус.
В определителе третьего порядка шесть членов. Если

в каждом из них расположить множители в порядке
следования столбцов, то в членах, входящих со знаком

плюс, нижние индексы образуют перестановки

1, 2, 3; 2, 3, 1 и 3, 1, 2.

Рассмотрим три пары индексов 1, 2; 1, 3 и 2, 3 из

первой перестановки 1, 2, 3; числа каждой пары
расположены по возрастанию

— в этой перестановке нуль

инверсий. Во второй перестановке 2, 3, 1 три пары
индексов: 2, 3; 2, 1 и,3, 1, две из которых— 2, 1 и 3, 1,
образуют инверсии. В третьей перестановке 3, 1, 2 — три
пары индексов 3, 1; 1, 2 и 3, 2, из которых две —3, 1
и 3, 2, образуют инверсии.

Произведениям, входящим со знаком минус,

соответствуют три перестановки индексов

3,2, 1;2, 1,3 и 1,3,2, -

причем в первой, как нетрудно видеть, три инверсии:
3, 2; 3, 1 и 2, 1, а во второй и третьей — по одной;
соответственно 2, 1 и 3, 2. Таким образом, со знаком плюс

входят те члены, у которых в перестановке индексов
четное число инверсий, а со знаком минус

— те, у

которых это число нечетно.
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Для дальнейшего нам будет удобно ввести для

определителей второго и третьего порядков новые

обозначения:

«11

«21

«12

«22
И fl21 fl22

*31 32 "83 I

где все элементы определителя обозначены одной и той

же буквой а с двумя индексами, первый из которых

указывает номер строки, в которой стоит этот элемент,

а второй —номер соответствующего столбца. (Элементы,
например, первого определителя читаются так: а один

один, а один два, а два один, а два два.) Тогда

— аиа22
— я-21#12

«11

«21

«И

«21

«12
«22

«12

«22

«13
«23

*31 "32 33

2 ± ЯгаЯг22Я|,3,

где знак плюс стоит перед теми произведениями, в

которых перестановка lu i2, fa четная (т. е. имеет

четное число инверсий), и знак минус
—

перед теми, где
она н е ч ечт н а. Это можно записать еще и так:

*28

*31 *32

= ^{—\)ас1{лаилаиь,

-где а есть число инверсий в перестановке первых
индексов, ih i2, /3 (вторые индексы расположены в

порядке возрастания), а суммирование распространяется на

все шесть перестановок iu i2, h из трех чисел 1, 2, 3.

§ 2. Перестановки и транспозиции.
Определитель л-ro порядка

Пусть даны п элементов аи а2, ..., ап (например,
это могут быть числа 1, 2, 3, ..., п). Как известно,
всевозможные расположения этих элементов называются

перестановками из п элементов. Всего из п элементов
можно составить п\ перестановок (докажите это),
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Если какая-нибудь пара аи ак элементов

перестановки расположена в ней так, что элемент с большим

номером стоит раньше элемента с меньшим номером,
то говорят, что эти элементы образуют инверсию,
Русть нам надо сосчитать число инверсий в какой-то

перестановке, образованной числами 1, 2, 3, ..., п (это
могут быть номера элементов аь а2, ..., а„). Сделать
это можно следующим образом. Сосчитаем сначала

число элементов, стоящих впереди единицы —

все эти элементы и только они образуют инверсии с

единицей. Вычеркнем затем единицу и сосчитаем число

элементов, стоящих впереди двойки — это будут
все те элементы, которые образуют инверсии с двойкой
(не считая уже вычеркнутой единицы, которая тоже

может образовывать инверсию с двойкой, но в таком

случае эту инверсию мы уже учли раньше). Затем

вычеркнем двойку и сосчитаем число элементов, стоящих

впереди тройки, и т. д. Все полученные числа

сложим — эта сумма и будет равна общему числу
инверсий. Число инверсий / в перестановке i'i, i2i ..., in
обозначается так: [lu i2i ..., in]. Например,

[2, 5, 1, 4, 7, 3, 6] = 2 + 0 + 3 + 1.+ О + 1 = 7.

Перестановки с четным числом инверсий
называются четными, перестановки с нечетным числом

инверсий — нечетными перестановками.
Пусть дана перестановка из п элементов аи а2,

..., аи ..., ahy ..., ап. Поменяем местами два ее

элемента а% и ак\ при этом мы получим перестановку аь а2у

..., ahi ..., аи , #., а«. Такая операция перемещения

двух элементов перестановки называется транспозицией.
Теорема 1. От одной транспозиции четность

перестановки меняется (т. е. четная перестановка
становится нечетной, а нечетная — четной).
Доказательство. Рассмотрим сначала случай,

когда меняются местами два соседних элемента а

и £ перестановки

аи а2, ..., ah а, р, Ьи Ь2, ..., Ът. (10)

После транспозиции элементов а и р. получим
перестановку

аь 02, ..., fl/, Р, ее, Ьь Ь2, .,., Ьп. (11)
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Так как перестановки (10) и (11) отличаются друг от

друга только взаимным расположением элементов а и

Р (а взаимное расположение каждого из этих

элементов и какого-то другого, так же как и взаимное

расположение любых двух из остальных элементов, остались

прежними), то число инверсий в перестановке (11) на

единицу больше или на единицу меньше числа
инверсий в перестановке (10), и значит, одна из этих

перестановок четная, а другая — нечетная.

Рассмотрим теперь общий случай. Пусть меняются

местами элементы аир перестановки

Дь j • •> ah а, си ..., ck, р, Ьи ..., Ьт,

между которыми стоят еще k элементов си с2, ..., ck.
Мы можем выполнить транспозицию элементов аир
посредством нескольких транспозиций рядом стоящих

элементов: поменяем местами а сначала с си затем с

с2у и т. д., наконец, с ск (при этом мы сделаем k

транспозиций рядом стоящих элементов); затем поменяем

местами аир (еще одна транспозиция) и, наконец,
поменяем местами р последовательно с скУ с ск-.\, и т. д.

до С\ (еще к транспозиций рядом стоящих элементов).
В конечном счете р станет на место а (и наоборот).
При каждой такой транспозиции четность перестановки,
как мы уже видели, меняется. А так как она

изменится 2k + 1, т. е. нечетное чи^ло^ раз, то окончательно

нечетная перестановка сделается четной, а четная —

нечетной, что и требовалось доказать.

Следствие. Число нечетных перестановок из п

элементов равно числу четных перестановок (и равно,
следовательно, n\l2)t
Доказательство. Пусть из п\ перестановок из

п элементов р перестановок четны и q нечетны.

Сделаем в каждой четной перестановке одну и ту же

транспозицию, например, поменяем местами первые два

элемента. Тогда каждая четная перестановка превратится
в нечетную, причем _йсно, что все р полученных при
этом нечетных перестановок будут разными. А так

как общее число нечетных перестановок из п

элементов, по предположению, равно q, то р < q. Точно так же

можно убедиться в том, что, наоборот, q <, р.
Следовательно, р = q.
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Дадим теперь общее определение определителя п-го

порядка. Пусть имеется квадратная таблица, состоящая
из п строк и п столбцов (матрица п-го порядка);

А =
*12 "т

*т /12

Числа aih называются ее элементами, горизонтальные
ряды элементов матрицы называются ее строками,
вертикальными

— столбцами Определителем^
составленным из этой матрицы (определителем п-го порядка),
называется алгебраическая сумма всевозможных
произведений элементов, взятых по одному из каждого

столбца и каждой строки- матрицы А. Если в каждом
таком произведении (члене определителя) множители

расположены в порядке следования столбцов, то со

знаком плюс берутся те произведения, у которых

перестановка первых индексов четная, а со знаком

минус — те, у которых она нечетная. Короче:

*21
"12

fl22
"in

Лп\ *nl

= 2(-d
«i.«i.[*i

а>\лачъ • * • агпп,

где суммирование распространяется на всевозможные

перестановки i\, i2, ..., L из п чисел 1, 2, 3 п.. Так

как число перестановок из п элементов равно п\, то

определитель п-го порядка состоит из п\ членов. Ввиду
следствия из теоремы 1 ровно половина из них, т. е.

п\12, входит в определитель со знаком плюс и столько

же — со знаком минус.

§ 3. Свойства определителей

С увеличением порядка определителя число его

членов очень быстро растет. Так, определитель
четвертого порядка состоит из 24 членов, определитель
пятого порядка

— из 120, определитель шестого порядка —

из 720 членов, и т. д. Поэтому вычислить определитель

порядка выше трех, пользуясь только его определением,
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практически невозможно. Для того чтобы вычислять
такие определители, нам придется изучить их свойства.

Прежде всего мы докажем одно вспомогательное

предложение.
Лемма (о знаке члена определителя).

Произведение aiiklai2h2 ... ainkn входит в определитель п-го

порядка со знаком, определяемым выражением

мы будем говорить в таком случае короче: входит со

знаком

Доказательство. Заметим прежде всего, что

если поменять местами два множителя произведения

<t>%h&Ukt---ainkn, то как в первых, так и во вторых его

индексах произойдет по одной транспозиции, и значит,

четность каждого из чисел

[*ь h> *., k] и [k\, k2, ,,«, kn]

изменится, а четность их суммы останется прежней.
Пусть нам дано произведениеaitkiaitki... ainkn. С

помощью нескольких транспозиций этих множителей

расположим их так, чтобы вторые индексы шли в порядке
возрастания. Для этого сначала сделаем транспозицию,
при которой на первое место станет элемент из первого
столбца, затем такую, чтобы на второе место попал

элемент из второго столбца, и т. д. (Так, например,
произведение 0^5014052021033 последовательно преобразует-
Я В 021014052045033, ЗЭТеМ В 021052014045033, В 021052033045014,

и, наконец, в 0210520зз0и045.) Если в конечном счете,

когда вторые индексы расположатся по возрастанию,
первые образуют перестановку [mb m2, #.., тп], то

-рассматриваемый член, по определению, входит в

определитель со знаком (—l)lmi'm* wn]. Но так как

четность суммы [iu /2, ..., ln] + [k\, k2t ..., kn] числа

инверсий в первых и числа инверсий во вторых индексах

ри транспозициях множителей не менялась, то четность

той суммы в первоначальном расположении множите-

ей совпадает с четностью числа [ть т2, ..., шп]—
исла инверсий в перестановке первых индексов оконча-
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тельного расположения: в нем вторые индексы образуют
нуль инверсий. Следовательно1

/ 14(^,1)12,...,mn] ___

/ j\[ii,i2,...|ln]+[fti»fci.»"ifcn]

что и доказывает наше утверждение.

Пример. Найти, с иаким знаком, произведение «зг«4з«51«15«24
входит в определитель пятого порядка:

Решение.

D =

«ii

a2i

«31

ait

abi

«12

«22

«32

«42

«52

«13

«23

«33

«43

«53

«14

«24

«34

«44

«54

«16

«26

«35

«*5

«66

[3, 4, 5, 1, 2] = 3 + 3 = 6,

[2, 3, 1, 5, 4] =2+1=3;

(— 1)6+3 = (— !)• — — 1.

Рассматриваемое произведение входит в определитель D со
знаком минус.

Свойство 1 («равноправие» строк и столбцов
определителя) . При транспонировании, г. е. при
замене каждой строки определителя столбцом с тем же

номером, определитель не меняется.

Доказательство. Рассмотрим определитель

D = 221
"12 "In

а2п

и транспонированный определитель

D' = :i2

"21

Я22
Лп1

строками которого служат столбцы определителя D.
Надо показать, что D' = D.

Каждый член определителя D является членом и

определителя D't так как его множители и в

определителе D' находятся в разных строках и разных столбцах;

обратно, каждый член определителя D' будет членом
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и определителя D. Таким образом, оба
определителя представляют собой «алгебраическую
сумму» (т. е. сумму, в которой некоторые слагаемые

берутся со знаком минус) одних w тех же членов вида

a>Ukfli2k2 • • • ainbn- Различие заключается только в том, что

в определителе D первые индексы — это номера строк,
а вторые

— номера столбцов, а в определителе D' —

наоборот. Но так как по лемме о знаке члена

определителя знак такого произведения как в первом, так и во

втором определителе будет одним и тем же:

то U = D.
Свойство 2. Если поменять местами две строки

или два столбца определителя, то определитель
изменит знак, а по абсолютной величине не изменится.

Докажем это утверждение, например, для столбцов.
Поменяв в определителе

|«11

ki

«12 •

«22 •

«П2-

"«IP '

• • «2р '

..aiq.

•anq-

••«ml
• • а2п\

пп \

местами р-Ъ и q-й столбцы, мы получим определитель

«11
«21

«П1

«12 •

«22 •

«П2-

••«19-
• • «29 •

•«П9-

••«IP-
• • «2р •

••«пр-

••«ш I
•«2П

••anJ
Каждый член определителя D, будет членом и

определителя йы так как его множители расположены и в

£У2 в разных строках и разных столбцах, и обратно.
Возьмем какой-нибудь член определителя Ь\\

0>\х\а\т% • • • агрр . . . Cliqq . . . а\пП.
Так как его множители расположены в порядке
следования столбцов в D\9 то он входит в определитель Dx
со знаком(— 1)[*ь**.-">*р,"-»{</'--"Н для того чтобы найти-
знак этого члена в определителе D2, расположим- его

множители в порядке следования столбцов в Ь2:
вщя^г • •. aiqq •.. aip%> ... а%пп
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(элемент а^ содержится в р-и столбце определителя

D2, а элемент a\pV— в q-м). Первые индексы в

определителе D2, так же как и в определителе Db указывают
номера строк; поэтому в определитель D2

рассматриваемое произведение войдет со знаком (— 1)[**'г^-"^'-»гР'-'Ч.
Но перестановка l\t fa iq, ,.., tPt ., С получается
из перестановки iu fa> ..., ip, ..., iqt ..., in посредством
одной транспозиции, а значит, числа

[t\, t2, . , lpf . .
., Iqt « . ., ln] И [*1, l2y . . *, lqf . *

., lp, I I ., ln\

разной четности. Таким образом, каждый член

определителя Di в определитель D2 входит с

противоположным знаком, и значит, D2 — — D\.
Для того чтобы доказать соответствующее

предложение для строк, перейдем к транспонированным

определителям D[ (полученному из определителя Dx) и D'2
(полученному из D2). Если определитель D2

получается из D\ перестановкой р-й и q-к строк, то D'2
получается из D[ перестановкой р-ro и q-ro столбцов, и

значит, D'2 =5 — D^. Но по свойству 1 D\ = Dx и D[ = Z)2,
а поэтому D2 = — D\.

Следствие. Определитель с двумя одинаковыми
строками или с двумя одинаковыми столбцами равен
нулю.

Для доказательства поменяем местами одинаковые

строки (или столбцы) определителя D; от этого он,

конечно, не изменится. А так как, по свойству 2, он

должен при этом изменить знак, то D=—D, откуда
D = 0. ^

Свойство 3. Если все элементы строки или

столбца определителя умнооюить на -одно и то же число, то

определитель умножится на то же число.

Доказательство проведем, например, для столбцов.
Умножив все элементы &-го столбца определителя

А»

°Z2 •

°п2 '

..alh .

•anh •

••«ml

■•«»»!
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на с, мы получим определитель

£>1

*и "12

322

"1*

32я

равный

2(- l)!1"1--'*! fliaaii8 ... (caiikk) ... ainn =

= с2 (- l)!1"*'-"1"] afilai22 ... aihk ... ainn = cD.

Соответствующее свойство для строк легко

доказывается переходом к транспонированным определителям.
Таким образом, общий множитель всех элементов

строки или столбца определителя можно выносить за

знак определителя.
•Следствие. Определитель с двумя

пропорциональными строками или столбцами равен нулю.
В самом деле, вынося «множитель

пропорциональности» строки (столбца) за знак определителя, придем
к определителю.с двумя одинаковыми строками
(столбцами), который равен нулю ввиду следствия из свойства 2.

Свойство 4. Если каждый элемент k-го столбца
определителя представлен в виде суммы двух
слагаемых: aih = bth-\-ciky г. е. если

D

"и

^21

"12 blk+Clh
b2k + C2k *2п.

Kk + Cnknl n2

то D можно следующим образом представить в виде

суммы двух определителей:

*21

"12 " '

"1ft

й22 "Л* "2п

аШ ап2' "nh

+

11

221

*12

*22

"lft

C2h

"m

nft

= £>i+£>2

Аналогичное утверждение справедливр и для строк.
Доказательство вытекает из равенства

О«- 2 (- l)[i"f lnl altlaia ... (bihh + cikh) ... ainn «

- 2 (- l)ril,< M ai,iflj.i • • • bihh ■ • • ainn +

+ 2 (- i)[1,,i M
ei,iflii» • •«<V •' • a*n

= D* + D«-
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Замечание. Легко видеть, что справедливо и

следующее, более общее утверждение: Если каждый
элемент k-го столбца определителя D представлен в виде

суммы р слагаемых: aik = a\k + a)h 4- ... + aplk, то

определитель D можно представить в виде суммы р опре*
делителей:

г

я = 2
3=1

-21

Л1Н

*2* .. а,2п

*Ш Лп2 <h .-Я„

Следствие. Определитель не изменится, если ко
всем элементам какой-либо его строки или какого-либо

столбца прибавить 'соответствующие элементы

параллельного ряда, умноженные на одно и то же число.

Действительно, пусть дан определитель

D =

*п\ *п2

.. а
IV

Ч\ агг " • а2Р

'пр

1<ЭГ

...а,2п

"поприбавив ко всем элементам4 его р-то столбца
соответствующие элементы q-ro столбца, умноженные на одно

и то же число с, мы получим определитель

А =

йП fl12 ---aip+Caiq ..aiq ... aln

й2Х °22 •a2P+Ca2q---a2q • • • й2п

anp + Canq---anq

Ввиду свойства 4 определитель D{ равен

11

7
'21

*nl

-IP

\Р

Лпр

"iq

4q 2п

"nq"'

+
*21

.. ca.

.. ca,

4nl " "ng

"19

a2q

*nq-

*m

т. е. равен D (второе слагаемое равно нулю как

определитель с двумя пропорциональными столбцами).
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§ 4. Миноры и алгебраические дополнения

Минором Mik элемента aik определителя D п-го

порядка называется определитель (п—1)-го порядка,
получающийся из D вычеркиванием 1-й строки и А-го

столбца.
Алгебраическим дополнением Aih элемента aih

называется его минор, взятый со знаком (— l)i+h:

Лл«(-1)'+ЧИ».

Теорема 2. Если все элементы k-го столбца
{строки) определителя D, кроме, быть может, одного,

aik, равны нулю, то определитель D равен произведению
aik на алгебраическое дополнение этого элемента:

D = alkAik.

Доказательство. Рассмотрим сначала частный

случай, когда в определителе D все элементы

первого столбца, кроме ап, равны нулю:

|а11
0

о

rt12 •

а22 .

ап%-

• ■ й1п
• • °2П

■апп\
В каждый член определителя D входит в точности по

одному элементу из первого столбца; но так как все эти

элементы, отличные от ап, равны нулю, то в

определителе D все те члены, в которые из первого столбца
входит не Ян, а какой-либо другой элемент, равны нулю.
Следовательно,

D-S(-i)11, ^ад,!...^
"

где индексы i2 ,.., in принимают значения 2, 3, *.,
п.

Множитель ац является общим для всех слагаемых,

поэтому его можно вынести за знак суммы. С другой
стороны, так как единица, стоящая на первом месте, не

образует ни одной инверсии, то [1, i2, .,., /„] =
= ['2, .*., L]у и значит,

D = fluS(-l)^"'lnlaiilli.fllflll;
где суммирование распространяется на всевозможные

'перестановки i2, /з, *.., L чисел 2, 3, ,.., п. А так как
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сумма

2(-l)[i2 in]aii2...ain
равна определителю (/2 — 1)-го порядка,
получающемуся из D вычеркиванием первой строки и первого
столбца, т. е. равна Afn, и Ап = (— 1)1+1Мп = Мп, то

D=anMn=anAn.

Рассмотрим теперь общий случай, когда все

элементы &-го столбца определителя £>, кроме aiki равны нулю,
т, е, когда определитель имеет вид

D =

"и

*21

"12

°22

"in

а2п

Ч\ **2 Uh 'in

О*nl n2

Переместим f-ю строку определителя D на первое
место, последовательно меняя ее местами с (I—1)-й,
(I — 2)-й, и т. д., наконец, с первой строкой. На это

потребуется / — 1 транспозиций строк, при каждой из

которых определитель умножается на —1. Затем
переместим &-й столбец определителя D на первое место,
последовательно меняя его местами с (Л—1)-м, (k — 2)-м,
и т. д., наконец, с первым столбцом. Для этого

потребуется k — 1 транспозиций столбцов, при каждой из

которых определитель тоже умножаетсл на — 1. В конечном
счете мы получим определитель

D1==

отличающийся от определителя D только знаком

(— I)'"1- (— I)*"1 ==(— 1)<+\ Но, как мы показали,

определитель Z>! равен произведению aih на определитель
(п—1)-го порядка, получающийся из Dx

вычеркиванием первого столбца и первой строки, или, что то же

самое, получающийся из D вычеркиванием k-vo

столбца и i-й строки, т, е,

Dl = aihMlh

aik
0

0

ап ..

ат--

■ ain

ат

•апп1
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и, следовательно,

D - (- l)'+»D, = (- iy+*aihMik = alkAik.

Доказанная теорема дает возможность, используя

еще следствие из свойства 4, вычислить определитель
какого угодно порядка.

Призер Вычислить определитель пятого порядка:
2 0 1 3 11

1-11 2 2 3
14 0—15.
2 13 12
12-1 3 1 J

Решение. Вычитая из первого столбца определителя D
удвоенный третий (иными словами, прибавляя к первому столбцу третий,
умноженный на —2), из четвертого вычитая утроенный третий и из

пятого — третий столбец, получим
6 0 10 01
-5 1 2-4 1 [

Я1зЛ13 = Ь(-1)1+31

D =

D = 1 4

-4 1

3 2

0 —1 5

3 -8 —1

-16 2

—5 1 —4

1 4 -1

—4 1 —8

3 2 6

^1

5

-1

2

В полученном определителе четвертого порядка будем таким же

образом «делать нули»: прибавим к первому столбцу четвертый,
умноженный на 5, от второго отнимем четвертый и к третьему
прибавим четвертый, умноженный на 4:

00 0 11
| 26_, ,9|

= Ь(- 1)1+4D =
26 —1 19 5

_9 2 —12 —1

13 0 14 2

—9

13

2-12|
0 14

Мы пришли к определителю третьего порядка, который уже можно
вычислить либо непосредственно, либо сведя его к определителю вта-

рого порядка: прибавив ко второй строке удвоенную первую,
получим
126 -

43

I 13

значит, определитель D =
■

126

43

1 13

-1 19

0 26

0 14|

= (-O(-i)
43 261
13 14]

•264.

43 13

13 ^[ = 2 (301—169)=264;

§ 5 Разложение Определителя по элементам

строки или столбца

Теорема 3. Каждый определитель равен сумме
произведений элементов любой его строки {столбца) на

их алгебраические дополнения.
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Мы докажем, что при всех /, k = 1, 2, , „ п

D =
hi

*12

Я2* hn
= <*цАц + <*цАп + •. г + amAin

711 П2 Л

(разложение по элементам i-й строки) и

D = aiiAih + <*2kA2h +....+ flnVU
(разложение по элементам &-го столбца).

Для доказательства заметим прежде всего,
что если два определителя отличаются друг от друга
только элементами одного столбца (строки), то

алгебраические дополнения элементов этих столбцов {строк)
в обоих определителях одинаковы, так как при
вычислении этих дополнений столбцы (строки), которыми
отличаются определители, вычеркиваются.

Докажем теперь для определителя D

справедливость, например, разложения по &-му столбцу. Для
этого представим его в следующем виде:

D = hi

"12

Д22

+ о +,

+

*lft

0+*2*

+ о

+ о
"In

hn

*nl лп2
0 + 0 +...+ank

(здесь каждый элемент &-го столбца представлен в виде

суммы п слагаемых, п— 1 из которых равны нулю). По

свойству 4 (см. замечание на стр. 26) имеем

D = D1 + D2+...+Dn,
где

Dx = *21

"lft

о
*2п

*Ш

D2 =

41

hi "2ft

"in

hn

*nl

*11

*21 hn

nl *nk

Определитель ,D\ равен произведению элемента au на

его алгебраическое дополнение в этом определителе.
Однако так как определитель Dx лишь k-м столбцом
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отличается от определителя D, то это алгебраическое
дополнение совпадает с алгебраическим дополнением Ли
элемента а{к в определителе D:

Di = alkAlk.

Аналогично,

D2 = a2kA2ki ..., Dn = anhAnh.

Мы доказали, что

D = а{кА1к + а2кА2к + .••'+ ^пкАп^

Соответствующее равенство для строк легко получа-
ется переходом к транспонированному определителю.

Пример. Вычислить определитель четвертого порядка

1—5 1—4 1 |
1 4 -1 5|

I —4 1 —8 -If
3,2 6 2

D =

Решение,

рвой строки

Разложим определитель, например, по элементам

= (-5)(-1)1+*

+ l(_lH

+ 1 (- 1)1+4

14—1 51
1 —8—1

|2 6 2|
1 -1 5

_4 —8 —1

3 6 2

1 4 -1

-4 1 -8

3 2 6

+

+ (— 4)"(— 1)1+я

1 4 5
-4 1 -1

3 2 2
+

ч

= -5-74-(-15)- 4(—31) — 33 =

= - 370 + 15 + 124 - 33 = - 264.

Теорема 4. Сумма произведений элементов

любой строки (или столбца) определителя на

алгебраические дополнения соответствующих элементов

параллельного ряда равна нулю.
Доказательство. Пусть дан определитель

•*и

D =

"12

*22

"11

hi

*1п

(12)

Ш Д2 лм unh
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Рассмотрим другой определитель, Du отличающийся
от D лишь тем, что в А-м его столбце повторен 1-й
столбец:

ki

в12
Я22

й л

п2

• • • a2i *

...«„,..

•°2« '

•°П«-

•аШ
•Чп

пп 1

Определитель D\ равен нулю, как определитель с

двумя одинаковыми столбцами (следствие из свойства 2).
Разложив его по элементам k-то столбца, получим

где Ajk — алгебраические дополнения элементов &-го

столбца определителя D\\ но так как определитель Dx
лишь k-м столбцом отличается от D, то они будут и

алгебраическими дополнениями элементов &-го столбца

определителя D. Таким образом, при всех i и k ф i

fllHl* + Я^Ия* + - • . +druAnk = 0.

Аналогично, при всех i и k Ф I

§ 6. Системы /i линейных уравнений
с п неизвестными

Рассмотрим систему п линейных уравнений с п

неизвестными:

| аг1хг + а12х2 + ... + а1пхп = Ьи
I 021*1 + #22*2 + • • • + ^2n^n = "2* /1 о>

1 ,- (Ь)

I АпЛ + апгЧ + • • • + ЯпА = &а*

Решением системы (13) называется любая

совокупность значении" неизвестных Х\ = сеь х2 = «2, ..., хп =
= ап, при подстановке которых все уравнения системы

обращаются а тождества. Предположим, что

определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных
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системы (13), отличен от нуля:

D =
ап аи ... а1п

ат ап2---апп

ФО.

Умножим первое уравнение системы на Ли, второе
—

на Л21, и т. д., последнее на Ап\ и сложим их все. Мы

получим уравнение
*i («lHii + CL21A21 + ... + ап1Лп1) +1

L+*2(ai*4ii + CL22A21 + ... + ап2Ап1)±...

... + хп{аиАи + а2пЛ21 + ... + аПпАп\) =

= Mn + Mai + ... + M»b (И)
или

*i0 = Mii + M2i+\.. + M»i,
'

* (15)
так как заключенные в скобки коэффициенты при цеиз"-
вестных х2, х$, ..., хп в уравнении (14) по теореме 4

равны нулю, а коэффициент при х\; ввиду теоремы 3,

равен D. При этом правая часть

Мп + Mai + • • • + M»i = Du

где Di — определитель, получающийся из D при
замене первого столбца столбцом свободных членов. (В
правых частях равенств (14) и (1&) стоит разложение

определителя D\ по первому столбцу.) Аналогично
уравнению (15), получаем

x2D = D2i .... xnD = Dni (15a)
где Di есть определитель, получающийся из D заменой
t-ro столбца столбцом свободных членов. _

Система (15)— Оба) является следствием"
системы (13). Таким образом, мы доказали, что если

система (13) имеет решение, то оно будет решением и

системы (15)—-(15а), и значит,

Dl D2 Dn
Xi = -р-9 X2 = 2J-,

. .
., Xn = -£-. (16)

Формулы (16) называются формулами Крамера.
Непосредственной подстановкой этих значений

неизвестных во все уравнения системы (13) можно убе-
иться, что они действительно образуют ее решение,

2 Л*4$. Головин*
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В самом деле, подставляя значения (16) в t-e уравнение
системы (13), будем иметь

Dl D2 Dn 1

в«1^+ el«D"+'''+a*n"5"= Dla*i (Mil+ М21+---
• ■ ■ + M»i) + ««a (M» + Ми + ''' + KAn.) + • • •

-+ein(Mm + Min+-+Mnn)]e

=

D" [*1 ("tlAll + ai2Al2 + • • • + «„An) + 62 K'Al +

+ «|A« + ' ' ' + в*пЛ2п) + ' ' ' + 6П (в<Ип1 + а12Лп2 + • • •

1

in nn/J £) i i*

Здесь скобки при всех bh, кроме 6f, равны нулю по теореме 4, а сумма

ацАц + а12А{2 + .. +а

равна D по теореме 3.

Этим доказана следующая
Теорема 5. В случае, когда D Ф О, система (13)

гшдег единственное решение, определяемое по

формулам Крамера (16).

§ 7. Ранг матрицы

Снова будем1 рассматривать таблицы чисел

(матрицы), не требуя теперь, чтобы число строк матрицы
совпадало с числом ее столбцов. Для таких (вообще
говоря, прямоугольных) матриц мы введем важное понятие

ранга.
Рассмотрим прямоугольную матрицу, состоящую из

m строк и п столбцов ([mXftJ-матрицу). Пусть & < /к и

k < п. Выделим в этой матрице какие-нибудь k строк и

k столбцов. Из элементов, стоящих на пересечении
выделенных строк и столбцов, составим определитель &-го

порядка. Все такие определители называются минорами
нашей матрицы. Ясно, что из [тХп]-матрицы можно

составить Ст-Сп миноров й-го порядка/ Так, например',
из матрицы

ГЗ 2 4 21
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можно составить С\-С\ = 12 миноров первого
порядка—это сами элементы матрицы Л, С\-С\ = 6 • 3 =
= 18 миноров второго порядка:

о 5 V

2
0

I3
10
12

|о

3 41 3
' |2 lj' |2

41
5Г

1
1 >

!3 2

0 1

0 1

4 5

>

»

21 14 1
12 41

4 5|'
0 11

4 1|»

2 4

О 1

и С\ • Сз=^4 минора третьего порядка:
3 2 4

2 0 1

0 4 5

3 2 2

'2 0 1

0 4 1

3 4 2

2 1 1

0 5 1

2 4 2

0 1 1

4 5 1

Нетрудно проверить, что все миноры третьего
порядка матрицы А равны нулю, а миноры второго порядка
во всяком случае не все равны нулю (отличен от нуля

уже лёрвый из выписанных выше миноров второго

порядка). Поэтому мы будем говорить, что ранг

матрицы А равен 2.
Рангом матрицы называется наивысший порядок

отличного от нуля минора этой матрицы,

Таким образом, если ранг матрицы равен г, то среди
миноров этой матрицы есть по крайней мере один минор
-го порядка, отличный от нуля, в то время как все ее

иноры порядка г + 1 и выше равны нулю. Ранг матри-
ы А мы будем обозначать через г (А).
Для вычисления ранга матрицы ее сначала приводят
возможно более простому виду с помощью так назы-

аемых элементарных преобразований.
Элементарными преобразованиями матрицы называ-

тся следующие ее преобразования:
1. Транспонирование, т. е. замена каждой строки

толбцом с тем же номером.
2. Перестановка двух строк или двух столбцов.
3. Умножение всех элементов строки- или столбца на

юбое число с, отличное от нуля.

4. Прибавление ко всем элементам строки или столб-
а соответствующих элементов параллельного ряда,
множенных на одно и то же число.
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, Теорема 6 (об элементарных преобразованиях).
При элементарных преобразованиях матрицы ее ранг не

меняется.

Доказательство. Рассмотрим каждое

преобразование отдельно. В первых трех случаях наше

утверждение почти очевидно:

1. По свойству 1 определителей каждый минор
транспонированной матрицы равен некоторому минору
данной матрицы, и обратно.

2. После перестановки двух строк или двух столбцов

матрицы Л приходим к новой матрице, каждый минор

которой либо равен некоторому минору матрицы Л, либо
отличается от некоторого минора матрицы Л только

знаком.

3. При умножении всех элементов строки или

столбца матрицы на число с одни ее миноры не меняются,

а другие умножаются на с; до так как с¥*0, то

наивысший порядок отличного от нуля минора этой матрицы
не изменится.

4. Рассмотрим матрицу В, получающуюся из

матрицы А прибавлением ко всем элементам ее 1-го столбца
соответствующих элементов &-го столбца, умноженных
на одно и то же число с:

Л =

5 =

"11

fl2l

"12

322

"1А

a2h

Лт\

'11

fl2l

*12

, .. ami ... amk

.. аи +calk ..

■•• a2i +€a2k '

alk ... at

u2k "2n

"ГП2 •• Omi + Wmh umh

Пусть ранг г (А) матрицы Л равен г. Покажем, что

ранг матрицы В не больше чем г. Для этого

достаточно показать, что каждый минор матрицы В порядка
выше г равен 0. Пусть D будет минор порядка выше г

матрицы В, Если D не содержит i-го столбца матрицы
В, то он в точности равен соответствующему минору

матрицы Л, и, значит, равен 0 как минор порядка выше

г, составленный из матрицы ранга г.
Если D содержит и i-й и fe-й столбцы матрицы В, то

по свойству 4 он тоже равен соответствующему минору

матрицы Л, и значит, равен 0,



%n РАНГ МАТРИЦЫ 37

Наконец, если определитель D. содержит t-й, но не

содержит £-го столбца матрицы £, то по свойству 4 его

можно представить в виде суммы двух определителей;
D = Z)i + &2> один из которых равен соответствующему

минору матрицы Л, а другой отличается от некоторого

минора матрицы Л множителем ±с. {Знак минус здесь

.получается из-за того, что столбец с элементами aih

может оказаться «не на своем месте». Так, например,

£> =

"51

Чг + саи
«42 + ™44

«21
«41
«61

«22
«42
«62

«23
«43
53

+ с\
*21 "24

Z/ii алл41 44

*51

"23

343
54

Следовательно, каждый из. определителей Dx и D2
равен 0 и D = 0. Таким образом, каждый минор
матрицы В порядка выше чем г равен нулю, и значит, /*(£)<
<г(А).

Но матрица Л, в свою очередь, получается из

матрицы В с помощью элементарного преобразования
четвертого типа: чтобы получить матрицу Л, надо к /-му
столбцу матрицы В прибавить" ее &-й столбец,
умноженный на — с. По доказанному, ранг матрицы при этом

не увеличивается, т. е. г(А)^г(В). Следовательно,

г(А)=±=г(В).

Пример.
ране матрицы

С помощью элементарных преобразований вычислить

[3 2 1 21

2 0—1 1 .

L0 4 5 1J

Решение. Вычитая из третьей строки удвоенную первую,
сокращая второй столбец на 2 и вычитая после этого из первого столбца

утроенный второй, из третьего
— второй и из четвертого

— удвоенный
второй, последовательно получаем

[3
2 1 2] Г 3 1 1 2] Г 0 1 0 01

2 0 -i Г ~ 2 0-1 1 ~ 2 0-1 1 ,

—6 0 3 -3J L—6 0 3 —3J L—6 0 3 —3J

где знак ~ указывает, что соединяемые им матрицы получаются одна

из другой элементарными преобразованиями и, значит, илгеют один

и- тот же ранг.

Прибавляя далее к третьей строке утроенную вторую, сокращая

первый столбец на 2, прибавляя его к третьему и вычитая из четвертого
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и поменяв, наконец, местами первые два столбца, будем иметь

10
1 0 01 ГО 1 0 01 П 0 0 0]

20-1 1-1000^0 100.

0 0 О 0J 1_0 О О 0J L.0 О О 0J

Мы видим, что ранг матрицы А равен 2.

§ 8. Понятие о линейной зависимости

Если обозначить строки матрицы А (см. § 7) через

ех = (3, 2, 1, 2), е2 = (2, 0, -1, 1), еъ = (О, 4, 5, 1),

то очевидно, что имеет место равенство

е$ = 2е\ — 3e2t

понимаемое в смысле поэлементного

сложения: каждый элемент строки еъ равен
соответствующему элементу строки еи умноженному на 2, без
соответствующего элемента строки е2) умноженного на 3.

Вообще, если еи е2 ет
—

строки какой-то

матрицы А и, например,

ет = а\е\ + а2е2 +•••'+ aw-i£m-i, (17)

где аь <*2 ccw-i
— какие-то числа, мы будем

говорить, что /п-я строка этой матрицы линейно выражается
через первые m — 1 ее строк, или что ет является

линейной комбинацией строк еи е2) ..., ет-\- Из равенства

(17) вытекает, что

ai^i + 0^2 -f ...'+ am-iem-i — ет = 0,

где нуль в правой части понимается как нулевая строка
(т. е. как строка, состоящая из п нулей).
Мы будем говорить,- что строки еи е2> ..., ет матрицы

А линейно зависимы, если можно подобрать такие

числа «yi, ^ Чт% не равные нулю одновременно, что

"

Tfl?l + Ье2 + • • • + Wra = 0. (18)

Если таких чисел ^ не существует, т. е. если

равенство (18) имеет место только в том случае, когда все

If*
= 0, то говорят, что строки еи е2 ет линейно

независимы.

Ясно, что если одна из строк матрицы линейно
выражается через остальные, то строки этой матрицы меж-
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ду собой линейно зависимы. Обратно, пусть между
строками матрицы А имеется линейная зависимость (18).
Так как хотя бы одно из чисел ^, на-пример «ут, отлично

от нуля, то

•1 '2 'm—lр ±_ р г &
р _— w_mm

in *■
р

ст
.. Vх V

2 * ' *

V с™>~1*
•т Ym Ym

т. е. в этом случае по. крайней мере одна из строк

матрицы линейно выражается через остальные.

Аналогичное понятие линейной зависимости можно

ввести и для столбцов матрицы.
Теорема 7 (о ранге матрицы). Если ранг

матрицы равен г, то в этой матрице можно найти г линейно
независимых строк (столбцов), через которые линейно

выражаются все остальные ее строки (столбцы).
Доказательство. Пусть дана [тХп]-матрица

А ранга г. Предположим, для определенности, что

отличный от нуля минор г-го порядка (так называемый
базисный минор) этой матрицы расположен в

левом верхнем углу, т. е. что

[Ai ai2 -"ат
л
_
Kl ^2 • • • °2П

L%1 am2 " • атп-1

Докажем, что в таком случае первые г строк матрицы
А будут линейно независимы. (Если отличен от нуля не

это^г, а какой-нибудь другой минор г-го порядка
матрицы Л, то линейно независимыми будут именно те строки,
которые образуют этот, базисный минор.)
Предположим, что, наоборот, эти строки линейно зависимы;
тогда одна из них, пусть, для определенности, ег, линейно

выражается через остальные:

ег — а\ех + о^Ч-1.. • + ar-ier-i.

Вычтем из г-й строки матрицы А первую строку,

умноженную на оц, вторую, умноженную на осг, и т. д.,

наконец, (г— 1)-ю, умноженную на ar-i. После таких

преобразований г-я строка матрицы А окажется

состоящей из одних нулей. При этом определитель Д который,
ввиду следствия из свойства 4, не должен был бы

меняться, станет равным нулю. Полученное противоречие

п

Чт

=7^0.
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и доказывает линейную независимость первых г строк
матрицы Л.

Докажем теперь вторую часть теоремы
— о том, что

все остальные строки матрицы А линейно выражаются

через первые ее г строк. Пусть r<k < m и 1 < I < п\*

рассмотрим определитель (г + 1)-го порядка:

Ki ai2 -"аи аи\

.

Kl a,2--arr arl\

\akl ak2---Qhr akl\
Он равен нулю при всех k и I: если / < г, то у него два
одинаковых столбца, если же />г, то это — минор
(г+ 1)-го порядка матрицы ранга г.

Разложим определитель Д по элементам последнего

столбца

Д = аиАх +a2iA2 + ... + arlAr + ahtAr+l = 0. (19)

Алгебраические дополнения Аи А2, ..., Аг, Лг+1
элементов последнего столбца зависят от k, но не зависят от /,
так как при их вычислении последний столбец
вычеркивается. Кроме того, Аг+\ = D Ф 0, и значит, равенство

(19) можно разделить на Ar+i\ это дает

аы = aC\a\i + a2a2l + ... + ararU

A.
где -коэффициенты at =

— ■—- не зависят от /.

Подставляя I = 1, 2, ..., я, будем иметь

akX = otittii + oc2a2i + ... + araru

Яц2 ==- aiai2 + a2a22 + • • • +Urar2,

ahn = aifli„ + a:a2n + ... + ararn.

Но это означает, что k-я строка матрицы А линейно

выражается через первые г ее строк:

ek = а\в\ + а2е2 + ... + агег.

Следствие 1. Максимальное число линейно
независимых столбцов матрицы равно максимальному
числу линейно независимых строк} так как при транспонц-
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ровании матрицы ее строки становятся столбцами,
а ранг матрицы не меняется.

Следствие 2. Для того чтобы определитель был

равен нулю, необходимо и достаточно, чтобы его строки
(столбцы) были линейно зависимы.

Действительно, если определитель п-го порядка D

равен нулю, то ранг соответствующей матрицы меньше

я, и значит, ее строки (столбцы) линейно зависимы.

Обратно, если строки (столбцы) определителя линейно

зависимы, то ранг соответствующей матрицы меньше я, и

этот определитель (n-го порядка) равен нулю.

§ 9. Произвольные системы линейных уравнений

Рассмотрим теперь систему m линейных уравнений с

п неизвестными:

а\1%1 "Г #12*2 "Г

#21*1 + #22*2 ~Г

+ а1пхп =&ь

+ я2Л = Ь21
(20)

I #ml*l i #m2*2 ~Г • • • Н~ #л ьп

где число уравнении не предполагается равным
числу неизвестных.

Решением системы (20) называется совокупность п

значений неизвестных Х\ = оц, х2 = а2, ..., хп == ап, при

Подстановке которых все уравнения системы

обращаются в тождества. Система, имеющая хотя бы одно

решение, называется совместной; система, не имеющая ни

одного решения,— несовместной. Система, имеющая
единственное решение, называется определенной]
система, имеющая более одного решения,— неопределенной.

Рассмотрим две матрицы: матрицу А, составленную
из коэффициентов при неизвестных системы (20), и

матрицу

В

"и "12

,.. а
2п

получаемую из А добавлением столбца свободных
членов и называемую расширенной матрицей, Ясно, что



42 ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ [ГЛ. I

г(В)> г(А), так как каждый минор матрицы А будет
минором и матрицы В, но не наоборот.

Т е &р е м а 8 (критерий совместности системы

линейных уравнений). Для совместности системы (20)
необходимо и достаточно, чтобы ранг расширенной
матрицы В был равен рангу матрицы коэффициентов А.

Доказательство необходимости.
Предположим, что система (20) совместна, т. е. что

существуют такие числа Х\ = оц, Х2 = <х2, ..., хп = ап, что

aiiosi + а{2а2 + ... + аХпап = bu

а2\<х\ + а22-а2 + • • • + а2пап = Ь2,

VmlCLl + am2a2 + • • • ~Г йтпЫи = Ьт.

Вычитая из последнего столбца матрицы В первый
ее столбец, умноженный на ai, второй, умноженный на

G&2, и т. д., наконец, n-й, умноженный на ал, мы получим
матрицу

321
*12

2л

ml m2
* ""

глп -*

ранг которой по теореме об элементарных
преобразованиях, равен рангу матрицы В:г(С) = г(В).

Но ясно также, что r(C)= r(А), так как все

ненулевые минеры матрицы С равны соответствующим
минорам матрицы Л, и обратно, Следовательно, г(В) = г(А)%
Доказательство достаточности. Пусть

r(B)=r(A)=rt

и предположим, для определенности, что отличный от

нуля определитель г-го порядка матрицы А расположен
в левом верхнем ее углу:

D =
221

"*12 "*1г

П *>2

7^0.

Тогда первые г строк матрицы В линейно

независимы, а так как ранг ее в точности равен г, то осталь-
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ные строки матрицы В линейно выражаются через
первые г ее строк. Но это означает, что первые ^уравнений
системы (20) независимы, а остальные m — г ее

уравнений «являются их линейными комбинациями», т. е.

просто являются их следствиями. В этом случае система на

самом деле состоит'лишь из г независимых уравнений.
Нам достаточно поэтому решить первые г уравнений
системы; их решения автоматически будут удовлетворять
и -остальным m — r уравнениям.

Далее возможны два случая:
1. г== п. Тогда систему,, состоящую из первых г

уравнений системы (20)

I апхх + а12х2 + ... + alrxr = Ьи
I #2i#i "f" a2t%2 "Г • • • "Т Cl2rXr = 02»

larl^ + аг2х2 + ... + аггхг = ЬГУ

можно решить, например, по формулам Крамера.
В этом случае система имеет единственное

решение. Она — совместная и определенная.
2. г<п. Возьмем первые г уравнений системы и,

оставив в левых частях первые г неизвестных, остальные

перенесем в правые части:

[^11^1+^12^2 "Ь- • '-\-а1гхг~ ^1—я1>г+1л;г+1—... —а1пхП1

I #21#l+#22#2+« . .-\~a2rXr = b2—#2,r+l*r+l—• • •—#2тА> /oi\

I ^ri^i"r^r2^2~r • • • ^гатг^г—Op #r,r+i^r-H— • • • —arnxn.

«Свободным неизвестным» xr+b #r+2, ..., xn можно

придавать какие угодно значения, получая при
этом соответствующие значения неизвестных хи х2, ...

..., хг из системы (21). Это — случай совместной, но не

определенной системы. Общие формулы решения
можно получить, если решить систему (21) относительно хи

X2,..., хг, например по формулам Крамера.
Этим и завершается доказательство теоремы 8: если

г(В)=г(Л), то система (20)—совместная
(определенная или неопределенная), если г(В)>г(Л), то

система (20),— несовместна.
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Теперь мы в состоянии ответить на вопрос,
остававшийся пока открытым: что можно сказать о системе п

линейных уравнений с п неизвестными, определитель
которой равен нулю. Для такой системы ранг
матрицы коэффициентов г<п, так как единственный минор
n-го порядка этой матрицы, по условию,., равен нулю.
Если ранг расширенной матрицы В такой системы тоже

равен г, то система будет совместной, но, поскольку г<

<Сп, неопределенной; если же ранг матрицы В больше

г, то система несовместна.

Пример. Решить следующие системы уравнений:
1. Ч + 2*2+ 3*з= 2. J

xi
—

х2 + *з = О,

Xi + 3*2 - *3 = ~2,

3*1 + 4x2 + 3x3 = 0.

*i + 2*2 + 3*3 — *4 = 0,

*i— *2 + -*з + 2*4 = 4,

*х + 5*2 + 5*з — 4*4 = — 4,

*i +8*2+ 7*3—7*4 =-8.

*1 + 2*2 + 3*з— *4 = 0/

*1 — *2 + *3 + 2*4 = 4,

*х- + 5*2 + 5*3 — 4*4 = — 4,

*i + 8*2 + 7*3 — 7*4 = 6.

Решение. V
1. Здесь г (А) = 3, г (В) = 3; система совместная, определенная.

Так как

II 2 31
1 _1 1 J = И Ф 0,

1 3 -1

то из первых трех уравнений системы, например по формулам
Крамера, находим

*i =
— 1, *2 = 0, *3=К

2. Здесь г (А) =2, г (В) = 2; система совместная, но ие

определенная. Определитель

1 ^-1
= -з^о,

и из первых двух уравнении системы

m Г*1 + 2*2 = —3*3 + *4,

1*1 = *2 = 4 —*з —2*4
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находим

_ A JL _ ± А -

.

#i — ^
—

зХъ
—

*4' Хг — з
—

з Хз *4>

где неизвестным х3 и х* можно придавать л ,ю б ы е значения.

3. Здесь г (Л) =з 2, г (5) = 3, и система несовместна.

§ 10. Однородные системы

Однородные линейные уравнения — это

уравнения, свободные члены которых равны нулю:

(апхг + а12х2 f ... + alnxn = 0, •

I и21Хг + а22Х2 + ■ ■ ■ ~Ь а2пхп == 0' /99\

Uml*l + am2*2 f - - - + flmn*i*1= 0- *^

Система (22) однородных уравнений (или
однородная система линейных уравнений) всегда совместна, так

как имеет, например, нулевое решение:

Х\ = 0, х2 = 0, ..., хп ™ 0

(X, 9. решение, в котором значения всех неизвестных

равны нулю). Это следует также из теоремы 8, так как

в этом случае, разумеется, г(В)=а г(Л).
Важно выяснить, при каком условии однородная

система (22) является неопределенной, а значит,— что

бывает особенно важно — имеет и ненулевые решения.
Ответ на этот вопрос дает следующая
Теорема 9. Для того чтобы система (22) имела

ненулевые решения, необходимо и достаточно, чтобы
ранг г ее матрицы коэффициентов был меньше /г.

Действительно, если г ■- п, то, как видно из

доказательства теоремы 8, система (22) имеет

единственно е и, значит, только нулевое решение:

Если же г<п, то система (22) является

неопределенной (ведь несовместной она быть не может), и

значит, она имеет бесчисленное множество

"решений, в том числе и бесчисленное множество

ненулевых решений.
Из доказанной теоремы непосредственно вытекает
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Теорема 10. Для того чтобы однородная система

п линейных уравнений с п неизвестными обладала
ненулевыми решениями, необходимо и достаточно, чтобы ее

определитель D был равен нулю.
Доказательство. Условие

D = 0

здесь необходимо, так как если D Ф 0, то система

имеет единственное и, значит, только нулевое решение.
Это условие также и достаточно, так как если

D = 0, то ранг матрицы коэффициентов системы г<п,
и система имеет бесчисленное множество (ненулевых)
решений.

Пусть
Х\ =аь %2 = Q&2» • •

•> %п = ОСп

— какое-нибудь ненулевое решение однородной
системы (22). Это решение можно рассматривать как

строку е\—(<хи а2> ..., ап), состоящую из п элементов.

Тогда строка
* се\ = [са\, са2> • •

•> с&п)

тоже, очевидно, будет решением системы (22). Далее,
если

^2 =(Рь Рг, • •
•> Рп)

— какое-то другое решение системы (22), то при любых

С\ и сд линейная комбинация

С\ех + с2е2 = (ciai + c2$i, cxa2 + c2$2i .*., c{an + c2$n)
этих решений тоже будет решением системы, так как

если

fl<i«i + ai2a2 + ... +ainan == 0,

fliiPi + ui2$2 + ... + ain$n = 0,
то и

<hi(ciai+c2$i)+ai2(cia2+c$2)+. . -+ciin(clan+c2^n)=0.
Итак, любая линейная комбинация решений однородной
системы (22) тоже будет ее решением. Интересно
поэтому найти такие линейно независимые решения системы

(22), через которые линейно выражались бы все

остальные ее решения.
Линейно независимая система решений в\, е2, ..., eh

уравнений (22) называется фундаментальной,
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если каждое решение системы (22) является линейной

комбинацией решений еи е2у ..., eh.

Теорема 11 (о существовании фундаментальных
систем решений). Если ранг г матрицы коэффициентов
системы уравнений (22) меньше п, то эта система

обладает фундаментальными системами решений.
Доказательство. Пусть ранг г матрицы А

коэффициентов системы (22) меньше п, и пусть, для

определенности, минор D г-го порядка, стоящий в левом

верхнем углу матрицы Л, отличен от нуля:

А =

Ki
Ki

Laml

«12 •

«22 '

а7П2-

••«in"
■■а2п

* mnJ

,
D =

an

«12 •

a22 •

aT2 ■

••air 1
• • a2r\

•• «it

ф0.

Перенеся свободные неизвестные xr+u ..., xn первых
г уравнений системы (22) в правые части, получим
систему

#11*1 + #12#2 4" • • • + CL\rxr = — #l,r+l#r+l
—

...

— йтхп

#21*1 + #22*2 + ' ' • + а2гХг ~ — #2,г+1#г+1
—

• • •

—

#2тА»

arlXl ~Ь #г2*2 + з • • + атгХг "™
—

ar,r+lxiг+1
■

аг-пЛ-п

(23)
Придавая свободным неизвестным значения

Xr+i
= 1, Хг+2 == 0, . .

., Хп = 0,

получим соответствующие значения ^ = ссь #2 = а2, ..«

,. ,э д:г = аг первых г неизвестных. Это дает нам

строку— решение системы (22)

(ось а2, ..., аг, 1, 0, ,.., 0).

Аналогично, придавая свободным неизвестным значения

Хг+\
= 0, Хг+2 = 1, ...,#„ = 0

и вычисляя соответствующие значения неизвестных

х\ = Рь #2 = Рз, • •
•, х, = ^г» получим строку

(Pb ?2, ..., Рг, 0, 1, ...,*0),
и т. д. Так мы найдем всего k = п — г решений
системы (22): ,

е\ =(oci, а2, ..., аг, 1, 0, .,., 0),
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ft = (Pb ?2, •-., Рг, 0, 1, ..., 0),

(24)
е* = (61,62, -,6с 0, 0, ..., 1).

Эти k строк между собой линейно независимы, ибо

ранг образованной ими матрицы

Гах аа ... а 1 0 ... 0~|
'

U Р2 -..РР о 1 ...о
(25)

LA 6, — 6г о о ... ij
в точности равен k. (В этой матрице есть отличный от

нуля минор &-го порядка, например, содержащий по«

следние k столбцов.)
Покажем теперь, что решения еи e2i ..., ек (24)

действительно образуют фундаментальную систему.
Для этого остается показать, что каждое решение
системы (22) линейно выражается через еи е2у ..., ek. Итак,
пусть

е = (Оь Фг, ..., Or, Фг+ь ..., On)
— произвольное решение системы (22), Рассмотрим
строку

е0 = е — Or+i^i — Фг'+2*з —•. — Фп£*.

Легко видет, что все элементы, состоящие на

последних k местах этой строки, равны нулю, т. е. что

ео = (рь р2, .
•., рг, 0, 0, ,.., 0).

Будучи линейной комбинацией решений, строка е0
сама будет решением системы (22). А так как значения

всех свободных неизвестных в е0 равны нулю, то из

однородной в этом случае системы (23), определитель
которой отличен от нуля, получаем, что и значения всех

остальных неизвестных в е0 должны быть равны нулю,

т. е. что е0 есть нулевая строка:

е0 = е — #r+i ех — фг+2 е2 — %..
— Ъпек = (0, 0, ..., 0),

и

е = -Ov+i ex + #г+2 е2 + ... + ®пеН1

что и требовалось доказать.
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Заметим, что для того чтобы получить
фундаментальную систему решений, .мы могли бы придавать
свободным неизвестным и какие угодно другие значения,
лишь бы соответствующий определитель &-го порядка
был отличен от нуля. Так можно найти сколько угодно
фундаментальных систем решений, каждая из которых
состоит из k = п — г строк. Из результатов следующей
главы будет видно, что любая фундаментальная
система решений уравнений (22) состоит в точности из

п-^г решений.
Таким образом, можно сказать, что общее решение

системы (22) линейных однородных уравнений имеет

вид

схех + с2е2 + ... + cheh, (26)

где ей Зг,.. •> е*. какая-то (какая угодно!)
фундаментальная система решений, а с\, с2у ..., ск

—

произвольные
числа.

Сделаем еще одно, важное для дальнейшего,
Замечание. Рассмотрим систему уравнений

I #11*1 ~Г #12*2 "Г • • s "Т #1п*п == ^1»

• I #21^1 ~f~ #22*2 ~Г • • • + #2/г*Л == &2> /07\

I ClmlXi + #m2*2 ~Г •• • "Г #mn*/i == &m

и соответствующую ей систему однородных

уравнений *

( #11*1 + #12*2 + • • • + #Щ*/1 = О,

I #21*1 "Г #22*2 ~Г • • • + #2n*ru =B= О, /ng\

l#ml*l + #7П2*2 + t • t + CLmnXn = 0.

Пусть е\ =(аь о^, .
••> ап)—какое-то фиксированное

решение системы (27) и е2 = (рь рг, ..., р») — любое

другое ее решение. Тогда разность

ех — е2 = (oti — Pi, а2
— $2i ,.., <хп — рп)

удет решением системы (28): если аца\ + ai2oL% + • • -

ft.. + #<пОСп =Ь{ и a<iPi + ai2p2 + ... + #<»Р» = &ь то

*

он (ai—Pi) +a,2 (a2—p2) 4:.•• .+#.» (<*«—p»l = Ь<—Ь<=0.
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Далее, если е3 = (Ть Ьу • •
•> Ч*)— произвольное

решение однородной системы (28), то строка ei + e3 —
= (аг+Ть а2 + Т2, ..

•• а„ + if») будет удовлетворять
системе (27); если аца\ + ai2a2 + ,.. + fl*n«n = &< и

а<ф!+ а»'2Т2 + •.. + а<»Т» = 0. т0

Отсюда следует; что все решения системы (27) можно

получить, прибавляя к одному какому-нибудь ее

решению всевозможные1 решения однородной системы (28),
Иными словами, общее решение системы (27) равна
сумме общего решения однородной системы (28) а

произвольного, но фиксированного решения системы (27):
если ей e2i ..., eh — фундаментальная система решений
однородной системы (28) и е0

— произвольное
фиксированное решение системы (27), то общее решение
системы (27) имеет вид

0о + Wi + с2е2 + ... + cheki

где с\у,С2, ..., ch — произвольные числа.

§11. Метод Гаусса

Формулы Крамера, представляющие большой
теоретический интерес, серьезного практического значения,
однако,.не имеют, так как их применение приводит к

слишком громоздким вычислениям. Практически для

решения систем линейных уравнений чаще всего

применяется метод Гаусса, состоящий в последовательном

исключении неизвестных по следующей схеме. Для того

чтобы решить систему уравнений

(Яц*1 + ^12*2 + • • • + <*1пхп = Ьи
I #21^1 ~Ь #22*2 Г • • • "Г а2п%п == ^2» /00\

I • • •

\аТП1^1 "Г #/П2*2 Т" • • •
\ атППХП === ^Ш)

выписывают расширенную матрицу этой системы:

Гаи ai2 •••аш
Ki a22 •••агп

LVi ami ...amn

** 1

bm J



§ 11] МЕТОД ГАУССА 51

где чертой отделен столбец свободных членов; затем над

строками матрицы В производят элементарные
преобразования: разрешается изменять порядок строк (что
соответствует изменению порядка уравнений),
умножать строки на любые отличные от нуля числа (что
отвечает умножению соответствующих уравнений на эти

числа) и прибавлять к любой строке матрицы В любую
другую ее строку, умноженную на любое число (что
соответствует прибавлению к одному из уравнений
системы другого уравнения, умноженного на это число). С

помощью таких преобразований каждый раз получается
расширенная матрица новой системы,
равносильной исходной. При этом стараются привести
матрицу В к возможно Фолее простому виду, из которого
решение системы видно непосредственно.

Рассмотрим подробнее метод Гаусса на трех

конкретных примерах.

1. ( хг + 2х2 4 Зх3 = 2,
-#1 Х2 "Т -^3 = ^>

%1 ~г dX% %3 = — А

3*! + 4х2 + Зх3 = 0.

Расширенная матрица этой системы имеет вид

(30)

2 3

-1 1

3 -1

4 3

2'

0

—2

0J

Вычитая первую строку из второй и из третьей и

утроенную первую из четвертой, получим матрицу
2 3
-3 —2

1 —4
-2 *Ч-6

2
—2
—4
—6J

Эта матрица
— расширенная матрица системы

Х\ ~\~ ^Х2 "т" *^з ==

»

о#2 ^Х3 — 2>у

Х2 4л;3 = 4,
— 2х2 — 6х3 = — 6,

(31)
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которая получается из заданной системы (30), если

первое уравнение вычесть из второго и третьего, а

утроенное первое вычесть из четвертого. Поэтому система (31)
является с л еде т в и е м системы (30)—каждое
решение системы (30) будет удовлетворять и системе (31).
Но и обратно, система (30) может быть получена из

системы (31) посредством аналогичных преобразований:
первое уравнение прибавляется ко второму и третьему,
а утроенное первое

— к четвертому. Поэтому система

(30) будет, в свою очередь, следствием системы (31),
и значит, обе системы равносильны

— они имеют

одни и те же решения.
Далее, прибавив утроенцую третью строку ко второй

и удвоенную третью к четвертой, получим
3

14

-4

14

2~|
-14

—4

—14J

Вычитая вторую строку из четвертой и сокращая ее

на — 14, будем иметь

'1 2

0 0

0 1

Lo о

3

1

—4

0

21

1

~~4

0J

Но это ■ расширенная матрица системы

#я=* 1.

х2 ~ 4х3 » — 4,

равносильной заданной системе (30),
и 8начит, решением системы (30) будет

Яз=1, х2=—4+4*3=0, х{ = 2—2х2 — Ъх'ъ = 2—3 = —К

В этом случае ранг расширенной матрицы равен рангу
матрицы коэффициентов и равен, очевидно, трем,

2. j Xi ~p £Х% "J" дХ§ #4 == О,

Xi #2 Г #3 "Т ^4 == 4,

#i + 5х2 + 5х3 — 4х4 =» — 4,

[ хг -f 8х2 + 7х3 — 7л:4 =* — 8.
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Выписав расширенную матрицу этой системы,.после

очевидных преобразований получим

1

1

1
1

2 3

—1 1

5 5
8 7

— 1

2

—4

—7

0"

4

—4

—8_

/->•

"1

0

0

L-0

2

—3

3

6

3

—2

2

4

-1

3

—3

—6

/^*/

1 °~

4

—4
/~>/

1 —8 J
"1 2

0 -3

0 0

_0 0

3

-2

0

0

—I

3

0

0

01

4

0

0J

ткуда
f*i+2*2+3*3—*4=0,

(__3х2-2*з+3х4 = 4,
и значит>

3 ^ЗТ *4»

Х^ — ^Х% *^*3 "Т~ ^4 ~!~

Q ~"о~ 3 *4*

десь ранг расширенной матрицы равен рангу матрицы
оэффициентов и равен, очевидно, двум.

3. {хг + 2х2 + Зх3 — х4 - 0,
%1 #2 + *3 + ^4 == ^»

Л^ -~р ОЛ2 "у" Оло ^Хд
== 4j

*i +-8*2 + 7#з — 7*4 = 6.

меем, очевидно,

1
1
1
1

2 3
—1 1

5 5
8 7

—1

2

—4

—7

0"

4

—4

6_

/■>• 1

2

-3

3

6

3

—2

2

-1

3

—3

-6

01

4

-4

6J
1

о

о

L0

3 —1

2 3

0 0

0 0

0

4

0

14J

значит, системна несовместна, так как равносильная ей

истема содержит уравнение

0«^1+0-л^+0-х3+0-л:4=14« (последняя строка),
десь ранг матрицы коэффициентов равен, как легко

адеть, двум, а ранг расширенной матрицы равен трем,
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Пример. Методом Гаусса решить однородную систему
уравнений

*\ + 2*2 + 3*з + 4л-4 + 5*5 = О,

2хх + 3*2 + 4*з + 5*4 + *б = О,

3*х + 4*2 + 5*з + *4 + 2*5 = О,

*i + 3*2 + 5*3 + 12*4 + 9*5 = О,

к 4*х + 5*2 + 6*3 — 3*4 + 3*5 = О.

U найти ее фундаментальную систему решений.
Решение. Выпишем расширенную матрицу системы (при этом

нулевой столбец можно, конечно, не писать). После понятных

преобразований будем иметь

3

—2

—4

2

—6

4

5

1

12

-3

51

1

2

9

3J

2

-1

—2

1

—3

4

—3

—11

-19

5"

—9

—13

4

-17

"12 3

О 1 2

0 0 0

0 0 0

.0 0 0

4 5"

3 9

-1 1

0 О

О О

12 3 4 5

О —1 —2 —3 —9

0 0 0—55

0 0 0 5—5

.0 0 0 -10 10J

т. е. заданная сиетема равносильна следующей:

I *i + 2*2 + 3*з+ 4*4 + 5*6 = О,

*2 + 2*з+ 3*4 + 9*5 = О,
— *4 + *5 =0.

Здесь г = 3, и три неизвестных можно выразить через остальные,
например, так:

*4 = *5>

*2 = —- 2*з — 3*4 — 9*5 = — 2*з — 12*5,

*1 = — 2*2 — 3*з — 4*4 — 5*5 = *з + 15*5.

Фундаментальную систему можно получить, если свободным
неизвестным *3, х5 придавать значения *3 = 1, *5 = 0 (тогда
*i = 1, *2 == —2, *4 = 0) и значения *3 = 0, *5 = 1 (тогда
д^1 = 15, *2 = —12, *4=1). Это дает фундаментальную систему
решений:

ех = (1, —2, 1, 0, 0), е2 = (15, —12, 0, 1, 1).

Общее решение системы имеет вид

е = а\ех + а2е2 = (<xi + 15<х2, —2ai — 12a2, ab a2, a2),

где o&i и о&2
—

произвольные числа.



ГЛАВА II

I л-MEPHOE ПРОСТРАНСТВО

§ 1. Что такое поле

В первой главе мы рассматривали системы линейных

уравнений, коэффициентами которых являются числа.

Мы намеренно не уточняли, какие именно числа;

читатель мог считать эти коэффициенты произвольными в е-

щественными числами — тогда и решения системы

будут вещественными. Однако с тем же успехом он мог

считать, что это — комплексные числа; тогда и

решения системы были бы образованы комплексными

числами, но все теорема из главы I остались бы

.справедливыми и для этого случая. С другой стороны, можно было
бы ограничиться рассмотрением систем уравнений, ска«

жем, с рациональными коэффициентами. Их
решения будут образованы тоже рациональными числами, но

все предложения первой главы останутсяхправедливыми.
Здесь все дело в том, что вещественные числа (а

также комплексные или одни только рациональные числа)
можно складывать и перемножать по

известным правилам арифметики, получая при этом такие

же числа. Это выражают словами: вещественные числа

(а также комплексные, рациональные числа) образуют
поле.

Полем называется множество F элементов *), для
которых определены две алгебраические операции —
сложение и умножение (так что сумма а+Ь и произведение
ab любых двух элементов а и Ь из F принадлежа? F),
причем выполнены следующие условия (аксиомы
пол я):

_ 1. a+b= b-\-a для всех а, Ь из F (сложение
коммутативно).

"*) Предполагается, что множество F состоит более чем из одного

элемента.
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2. (a-\-b)+c=a-\-(b-\-c) для всех а, Ь, с из F

(сложение ассоциативно).
3. В множестве F имеется нуль, т.е. такой элемент

О, что для каждого а из F сумма а + 0 = а.

4. Для каждого а из F существует такой

(противоположный а) элемент —а, что а+ (—а) = 0.
5. ab— ba для всех а, Ь из F (умножение

коммутативно).
6. (ab)c=a{bc) для всех a, bt с из F (умножение

ассоциативно)-.
7. В множестве F имеется единица—такой эле-

мент 1, что для всякого а из F имеем а • 1 = а,

8. Для каждого отличного от нуля элемента

а из F имеется такой {обратный а) элемент аг1, что

аа~1=\.
9. {a+b)c—ac+bc для всех а, Ь, с из F (умножение

дистрибутивно относительно? сложения).
Ясно, что если коэффициенты системы линейны*

уравнений с п неизвестными принадлежат полю F, то и

решение ее (если оно существует) следует искать среди
наборов из п элементов поля F, Поля, которые на

практике встречаются чаще всего,— это поле

вещественных чисел, поле комплексных чисел и (реже)
поле рациональных чисел. Поле рациональных чисел

является, очевидно, частью (или, как говорят, подполем)
поля вещественных чисел; последнее же содержится в

качестве подполя в поле комплексных чисел.

В дальнейшем, говоря о числах, мы всегда будем
иметь в^виду эл-ементы некоторого фиксированного
числового поля F — обычно это будет либо поле

вещественных чисел, либо поле комплексных

чисел.

Полагая, что с полем вещественных чисел читатель

достаточно, знаком, мы изложим кратко необходимые
для дальнейшего сведения о комплексных числах.

§ 2. Поле комплексных чисел

Комплексным числом называется выражение вида

а-\-Ы (или, что то же самое, a-\-ib)t где а и b—любые

вещественные числа, a i — некоторый новый символ. По

определению, а + bi = с -\- di в том и только в том
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случае, если а = с и b = d. По определению же,

а — Ы — а +(—-6)/,

(a + bQ + (c+di) = (a + c) + (b + d)i
и

(а +М) (с'+ di) = (ас — bd) + (bc + ad) f.

Легко видеть, что так определенные сложение и

умножение комплексных чисел коммутативны и

ассоциативны (проверьте это!). Комплексное число 0+0f можно

обозначить просто через 0: для любого комплексного

числа а = a -f Ы имеем

а + 0 = (а + &0 + (0 + О/) = (а + 0) + (& +0)/ =

= а + bi = а.

Комплексное число —-а = (—-а)+ (—-&) f будет
противоположным а, так как

a+(-a) = (a + bi) + [(-a) + (-b)i]=0.
Комплексное число 1 + 0/ обозначим просто 1: для
любого комплексного числа а = а + Ы произведение а • 1

равно а, так как

а . 1 = (а + bi) (1 + 00 = (а ■ 1 —b . 0) +\

+ (Ь . 1+а.0)/ = а.

Далее, для* каждого комплексного числа а = а + &f Ф 0

существует обратное ему число а-1 =
2

g

2
—* =/,

а + Ъ а -\-Ъ
произведение которого на а равно 1:

1 , , ,.ч / а Ъ \ а2 + Ь2 . Ьа — аЬ\ Л

аог1 = (а + fo) -3—^
-

-7—72 f
=

1ГГ72 + "2X72*
= ! ■

\а + Ъ а\+Ь I а -\-Ь а -\-Ъ

Наконец, сложение и умножение комплексных чисел

связаны дистрибутивным законом — это легко

проверяется непосредственно.
В множестве комплексных чисел рассмотрим числа

вида а + Of — такое число можно обозначить просто
через а (выше мы уже сделали это для 0 .и 1). Сумма
таких чисел а = а + Of и b = b + Of, равная

(a-j-;0f) + (b + Of) = {a + b) + Of = a -f b}
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и их произведение

(а + О/) (Ь + 00 =ab + Of = ab

имеют такой же вид. Таким образом, числа вида

а + 0и= а в поле комплексных чисел образуют
подполе, которое можно отождествить с полем

вещественных чисел.

Заметим, что

с • (а + Ы) = (с + Of) (а + Ы) = са + сЫ.

Далее имеем

(0 + 0 (0 + 0 = — 1 + (К = — 1.

Число 0 + i можно обозначить просто и При этом

£2 — i. i = — J. Далее, любое комплексное число

а + Ы = (а + 00 + (0 + Ы) = а + Ъ (0 + 0

можно рассматривать как сумму вещественного числа а

и произведения
(вещественного) числа Ъ на i\ число а

называется «вещественной

частью», а Ы — «мнимой
частью» комплексного числа

а + Ы.
Число а = а — Ы

называется комплексно-сопря-

Рис -2 женным к а = а + Ы. ^Легко
'_ видеть, что a+p='a+]j,

оф = оф и что а =.а в гож и только в том случае,
когда а вещественно (проверьте это!). Заметим, что сумма
а + а = (а + Ы) + (а — Ы) = 2а и произведение сса =

= (а + Ь0 (а — &0 = а2 + &2 комплексно-сопряженных
чисел вещественны.

Комплексные числа удобно изображать точками, или,

лучше
— векторами плоскости. Комплексному числу

a + bi отвечает вектор ОМ, где М — точка с

координатами (а, Ь) в прямоугольной декартовой системе

координат (рис. 2).
Пусть вектор ОМ представляет комплексное число

а = а + bi. Тогда угол ф = хОМ называется

аргументом числа а (этот угол определен с точностью до крат-

У

d
^^^9 -

а

М(а+Ы)

А

м1
х
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ного 2я), а г=\ОМ\—его модулем (заметим, что

r>Q). Таким образом, ф и г — это просто полярные
координаты точки М. Так как a = rcos(p, Ъ = г sin ф, то

а -|- Ы = г cos ф + г sin cp i = г (cos ф + i sin ф)
— это так называемая тригонометрическая форма
комплексного числа. При этом, очевидно, г =* У а2 + Ь2, соэф =*

а . ъ
=
—, ЭШф = —.

r r

Вычислим произведение двух комплексных чисел,

заданных в тригонометрической форме. Пусть а =

= гх (cos ф1'+ i sin ф!), р = r2 (cos ф2 + i sin cp2). Тогда

ар = nr2[ (cos ф1 cos ф2
— sin ф1 sin ф2) +'

+ i (cos ф1 sin ф2 + sin ф1 cos ф2) ] =

= /V2[cos (ф! + ф2) + /sin (ф! + ф2)].

Таким образом, при перемножении комплексных чисел
их модули перемножаются, а аргументы складываются*

Отсюда легко выводится, что при делении комплексных
чисел их модули делятся, а аргументы вычитаются.

Если а = а + Ы = г (cos ф + i sin ф), то комплексно-

сопряженное число

а = г (cos ф — f sin ф) = г [cos(—-ф) + i sin(— ф)]

имеет тот же модуль г и противоположный
аргумент

—

ф. Произведение ста = г2, и значит,

модуль г комплексного числа а равен]/ аа.

Заметим, что если мо_дуль а равен 1 (г = 1), то

аа = 1, и значит, а"1 = а.

Далее, при любом целом положительном п имеем

"

ап = [г(cosy + isincp)]n = rn(cos mp + i sin mp)

<— это так называемая формула Муавра.
Рассмотрим еще операцию извлечения корня

из комплексного числа. При этом мы ограничимся
корнями из единицы. Общий случай читателю

предлагается рассмотреть самостоятельно.

Мы имеем, очевидно, 1 = cosO+fsinO. Однако
аргумент комплексного числа определен не однозначно, а
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с точностью до кратного 2я,—и здесь нам будет
важно, что число 1 можно представить так:

1 = cos 2nk -\- i sin 2я&,

где k — любое целое число: k = 0, ±1, ±2, ...

Пусть уТ = г (cos ф + i sin ф). Тогда,
*

по формуле
Муавра, 1 = rn(cos Мф + isinmp) и, значит, 1 = гп и

2nk =» Мф, откуда г = 1 (ибо модуль комплексного

числа— вещественное положительное число) и ф==
2nk

у 1 = cos h * sm—, k = 0, ± 1, ± 2, .. в

-

2я& 2nk
Положим ед

= cos \-i sin—. При&=0,1,2,.. .,n— 1

, 2я . . . 2я 4я
,

получаем е^= 1, ех = cos f- t sin—, e2 = cos (-

, . . 4я 2(л—1)я . . . 2(л—1)я
+ I Sin —

,
. .

., 8n_! = COS
п [- l Sin—^—^ .

Если изображать комплексные числа точками плоскости

(см. рис. 2 выше), то полученные при k = 0, 1, 2, ...

,..,
п — 1 значения гк будут расположены в вершинах

правильного п-угольника, вписанного в единичную
окружность; одна из вершин этого п-угольника
находится в точке (lv0).

При остальных значениях k мы не получим новых

значений корня из 1, так как, например,

2я ,
. . 2я ,

еп = cos — п + i sin — п = 1 =е,п
п

'
п

о»

8п+1 =* cos J5. (п + 1) + f sin -j*. (л + 1) = еь

и т. д. — эти значения будут периодически повторяться.
Аналогично,

е-1 cos ^— -£J + i sin (— -£j = en-i, е-2 = en-2,

и т. д. Таким образом, корень п-й степени из 1 шиеег

ровнЬ п различных значений.

Произведение двух корней п-й степени из 1 тоже есть

корень п-й степени из' 1 (легко проверить, что ергд
=
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=»Ep+g), Любая (целая) степень корня п-й степени из 1

тоже будет корнем п-й степени из I.

Рассмотрим несколько примеров. При п = 2

имеются 2 (изображенные на рис. 3) кбрйя из 1:

1 и гх = cos -~- + i sin -к- =
— 11

при. п = 3 — три корня

I,
■ i + / Уз

е, =
_

— i — г Уз

расположенных в вершинах правильного треугольника.

При п = 4 корни из 1 —

ЭТО во «^ 1» 81 = *, 82 =

=,— 1, 83 = —I

(они расположены в

вершинах
'

квадрата). При п = 6

корни .из 1 образуют
правильный шестиугольник с

вершинами

-

*
-

^ * + *У* Рис.3.

-1. 84 =
i -1Уз

8. =»—
i —*Уз

Пусть 8о, 8ь ..., 8n-i
—

корни м-й степени из 1. Если
возвести 8i в различные (целые, положительные)
степени А=1, 2, 3, ..., м, мы получим по одному

разу все корни п-й степени из 1, так как, очевидно,

е! ^2t •»ь1 1 = 8n

Аналогичным свойством могут обладать и другие корни
из 1. Так, при п = 4, возводя в степени 1, 2, 3,4 корень
ез = —I, мы получим ej = е8, е* — — 1 -*= е2, 83 = 1 = еI»

б* «=« 1 « е0
— тоже все корни четвертой степени из 1.

Корень п-й степени из 1, при возведении которого в

степени k = 1, 2, 3, н-*> л получаются по одному разу все
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корни п-степени из 1, называется первообразным.
Так, при п = 4 корни e\ = i и е3 = —i являются

первообразными, корень же е2 =
— 1 первообразным не

является, так как г\ = е2, г\ = е0, 82 = е2, е^= е0.

§ 3. Определение векторного пространства

Мы начнем с примера, хорошо известного читателю.

В геометрии важную роль играет понятие вектора,
или направленного отрезка. Векторы можно складывать

между собой и умножать на числа. Сумма ОС векторов

ОС=Ов+ОА
ОД=аОА

(W'=otQA

а>0
_^

DAD

6)

ОА и ОВ определяется как диагональ параллелограмма
ОАСВ (рис. 4, а\ это определение можно

распространить и на тот случай, когда прямые ОА и ОВ

совпадают), а произведение OD вектора ОА на число а опре-

деляется из условий: OD = \а\ • ОА и векторы OD и

ОА направлены в одну сторону, если а>0, и в

противоположные стороны, если а < 0 (рис. 4, б).
Но совокупность всех плоских или всех

пространственных векторов
— это только примеры (хотя и очень

важные примеры) векторных пространств.
В главе I мы видели, что если имеютхя два

решения ei = (аь а2, ..., ап) и е2 = (рь р2, ..., Рп)
некоторой системы линейных однородных уравнений, то их

сумма ех + е2= (o^-f £ь <*2 + Р2, ..., ап + рп) и

произведение любого из них, например е\ на произвольное
число с (которое естественно считать принадлежащим

тому же числовому полю F, что и коэффициенты
уравнений): cei = (са\, с<Х2, ..., сап) тоже будут решениями
той же системы. Аналогичная ситуация, когда имеется

множество каких-то элементов, которые можно склады-
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вать между собой и умножать на числа, получая в

результате элементы того же самого множества,

встречается л математике очень часто. Так, например,
складывать между собой и умножать на числа можно

многочлены от t с вещественными или

комплексными коэффициентами— в результате получаются
такие же многочлены. Если складываются и умножаются
на числа многочлены, степени которых не

превосходят данного числа п, то и полученные при этом
многочлены будут степени не выше п. Складывать
между собой и умножать на числа можно и произвольные

функции от £— в результате снова получаются
функции от /. Если функции, к которым применяются эти

операции, непрерывны на каком-то отрезке [а, Ь]
(или, скажем, на всей числовой прямой), то и

полученные в результате функции обладают тем же свойством.
Наконец, разумеется, и просто числа, образующие

некоторое поле F, можно складывать между собой и

умножать на числа из F\ более того, вместо одного

числа можно рассматривать пары, тройки и вообще
упорядоченные наборы (строки), состоящие из п

чисел:

(Х\, Х2, •» ., Хп)

(такие строки выше служили решениями данной
системы линейных уравнений, теперь же от них не требуется
ничего!). Строки можно складывать:

{хи х2, ..., хп) + (г/ь г/2, *.., Уп) =

= (*i + Уи х2 + г/г, ..., хп + уп)

и умножать на числа:

с(хи х2, ..., хп) = (схи сх2у .s., схп)у

получая всякий раз такую же строку.
Все это —различные примеры векторных

пространств (причем последний пример особенно важен

для дальнейшего). Для того чтобы охватить все эти и

другие возможные случаи, введем такое

Определение 1. Множество R элементов х, у,

z, ... называется векторным, или линейным,
пространством, если для любых двух его элементов хг у опреде*
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лена сумма х + у е R *) и для каждого элемента x&R
и каждого -числа а (взятого из фиксированного
числового поля F) определено произведение ax&R, причем
выполнены следующие условия:

1. х + у = у + х для всех х, у е /?.
2. (х + у) + z = х + (у + z) для всех х, у, z e /?. -

3. Существует такой (нулевой) элемент Ое/?, что

х + 0 = х для всех элементов х е /?.
4. Для каждого элемента x^R существует такой

элемент — х (называемый противоположным к х),
что х+ (— х) = 0.

5. 1 . х = х для всех xg/?.
6. а($х) = (а$)х для всех a, PgF^jce Л**).
7. (а + $)х = ах + $х для всех а, (J e F н л: е /?,
8. ее(х + у) = ах + ау для see* а е F и я, у е /?.
Элементы векторного пространства называются

векторами.
Поле Z7 во всем дальнейшем мы будем считать либо

полем вещественных, либо полем

комплексных чисел и, в соответствии с этим, будем говорить о

вещественном или о комплексном пространстве R.

Иногда же, не уточняя, о каком именно поле идет речь,
мы будем говорить о векторном пространстве R над
полем F.

Примеры. Можно говорить о векторном
пространстве Рп многочленов степени не выше п с

вещественными или комплексными коэффициентами, о векторном
пространстве С функций, непрерывных на данном

отрезке [а, Ь], о векторном пространстве решений данной
системы линейных однородных уравнений, наконец,
просто о векторном пространстве "Строк, состоящих из п

(вещественных или комплексных) чисел.

Из определения 1 непосредственно вытекают

следующие

*) Символы е, S, с называются знаками включения. Запись
а ^ А означает, чти а является элементом множества А. Запись
А^В означает, что множество А является частью множества В

(т. е. что каждый элемент а из Л принадлежит также и В)\ запись

A cz В означает, что множество А ^является правильной частью

множества В, т. е. что А содержится в В, с ним не совпадая.

**) Чтобы не путать векторы с числами, мы в тех случаях, где
может возникнуть недоразумение, условимся обозначать числа

греческими, а векторы — латинскими буквами,
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Простейшие свойства векторного
пространства.

1. Единственность нуля. Предположим, что в

пространстве R имеются два нулевых элемента, Oi и 02.
Тогда, faK как для любого х из R имеем х + Oi = x и

х-\-02 = Ху то, в частности, 02 + Oi = О2 и 01 + 02 = 0i,
откуда, ввиду Oi + 02 = 02 + Оь получаем 0{ = 02.

2. Единственность противоположного элемента.

Предположим, что у элемента х имеются два

противоположных элемента, {/иг; тогда х + у = 0 и дг + г = 0.

Следовательно, у + х ■{-z — y-\-(x + z)=y + 0 = y и

у + х + z= (у + х) -\- z = 0 + z = z, откуда у = г.

3. Для каждого элемента х е R произведение 0х=

=0*). В самом деле, для каждого х имеем 0л;=
= (0 + 0)* = Ох + Ол;. Прибавляя к левой и правой
частям последнего равенства —Ол;, получим 0 = Ох.

4. Для любого aGf и 0g/? произведение аО = 0.

Действительно, a0 = а(0 + 0) = аО -f аО. Прибавляя к

левой и правой частям равенства —аО, получим 0 = at).
5. Если произведение ах=0, то либо a=0, либо

х = 0. В самом деле, пусть а ф 0; тогда

х = 1 Лк = [ — а)х = — (ах) — — 0 = 0.

6. Для каждого х элемент (—\)х является

противоположным к х. Действительно, *+•(—1)я=1-я +
+ (— 1)х = [1 + (— 1)]* = 0 • * = 0, и значит,

Ввиду условия 2 определения 1, можно говорить о

сумме трех x + y + z=(x + y) + z (или, что то же

самое, х-\- (у + z)) (и большего числа) элементов из R.
Разностью х — у векторов х и у называется вектор

z = x+{— у).

§ 4. Размерность и базис

Определение 2. Векторы аь я2, ..., ah
векторного пространства R называются линейно зависимыми,

если существуют такие числа аь а2, ,.., аА, не равные

*) Один и тот же символ 0 употреблен здесь и как число (слева)
и как вектор (в правой части). Здесь и дальше из контекста всегда

будет ясно, что означает символ 0 — число нуль или нулевой вектор.
3 л. И. Головину
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одновременно нулю, что

aifli + а2а2 + ... + akak = 0.

Векторы, не являющиеся линейно зависимыми,
называются линейно независимыми.

Если векторы aw a2t ..., ak линейно зависимы:

«101 + «2^2 + • • + «/А = 0,

и, например, ak Ф 0, то

ai a2 aA-i

или

Я* = Slfll'+ $2^2 + -ot,+ 5*-1«*-Ь (1)
a.

где £* = L. Если имеет место равенство (1), то го-

ak
ворят, что вектор ak является линейной комбинацией
векторов аь a2t ..., aft-i, а также, что вектор ak линейно

выражается через ab а2, ..., я*-ь Таким образом, если

векторы а\, а2, .
., ak линейно зависимы, то по крайней

мере один из них линейно выражается через остальные.

Ясно, что верно и о'братное, т. е. что если один из

векторов линейно выражается через остальные, то все эти

векторы в совокупности линейно зависимы.

Примеры. На плоскости можно найти сколько

угодно пар линейно независимых векторов — линейно
независимы любые два неко л л инеар ных, т. е. не

параллельных одной прямой, вектора. Но любые три
вектора плоскости линейно зависимы.

В обычном (трехмерном) пространстве любые три
некомпланар н~ы х (т. е. не параллельных одной

плоскости) вектора a, ft, с линейно независимы (так
как если аа-\-$Ь -\-ус = 0 и, например ^Ф0, то

с=* ——а—— Ь, и вектор с компланарен векторам a, b).
Однако любые четыре пространственных вектора а, 6,
су d будут линейно зависимыми. (Докажите это.)

Определение 3. Векторное пространство R
называется n-мерным, если в нем можно найти п линейно

независимых векторов, но больше чем п линейно

независимых векторов оно не содержит^
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Размерность пространства
— это максимальное число

содержащихся в нем линейно независимых ректоров.
Так, размерность множества всех плоских векторов

равна 2, размерность множества пространственных
векторов равна 3; понятно, что размерность я-мерного
пространства, по определению, равна п. Размерность
пространства R условимся обозначать через d(R).

Пространство, имеющее конечную размерность,
называется конечномерным. Пространство, в

котором можно найти сколь угодно много линейно

независимых векторов, называется бесконечномерным.

Примером бесконечномерного пространства может

служить множество Р всевозможных многочленов от t или

множество С всех функций от /, непрерывных на данном

отрезке [а, Ь] (или непрерывных на всей числовой

прямой), и т. д.

Определение 4. Совокупность п линейно
независимых векторов n-мерного векторного пространства R
'называется его базисом.

Теорема 1. Каждый вектор х линейного

п-мерного пространства R можно представить, и притом
единственным способом, в виде линейной комбинации
векторов базиса.

Доказательство. Пусть еь е2, •,• •, еЛ —

произвольный базис ^-мерного пространства R и х е R. Так
как каждые п-\-1 векторов (^-мерного!) пространства R
линейно зависимы, то зависимы, в частности, и векторы
^ь ^2, .... ея, х, т. е. существуют такие не равные

одновременно нулю числа он, <х2, ..., ап, а, что

<х\е\ + OL2e2 + ... + апеп + ах = 0.

При этом а ф 0, ибо если а = 0, то хоть одно из чисел

«ь <Х2, .., ап было бы отлично от нуля, и векторы еь

#2, •••> £п были бы линейно зависимы. Следовательно,

Полагая —— = хи будем иметь

Я = ххех + х2е2 + ... + хпеп.

Это представление х через еи е2, ..., еп

единственно, так как если х = Х\ех + х2е2 + « • • + хпеп и

3* -
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х = У\е\ + У2в2 + -..'+ упеп, то

(yi—x\)ei + {у2—х2)е2 + ...'+ (Уп—хп)еп = О

и ввиду линейной независимости векторов ей e2i ...» еп.

ух —хх = у2 — х2 = ,,. =уп—хп = О,
откуда

У\ = Х\у у2 = Х2, .,., уп = Хп.

Числа хи Х2, ..., *п называются координатами
вектора х в базисе ей е2, ..., еп. Таким образом, теорема 1

утверждает, что если задан базис /г-мерного векторного
пространства /?, то каждый вектор из R имеет

(единственным образом определенные) координаты в этом

базисе. При этом ясно, что если координаты двух
векторов х и у совпадают, то эти векторы одинаковы, так как

тогда х = Х\ех + х2е2 + ... + хпеп = у. Поэтому
задавать вектор можно, просто указывая его координаты
хи х2, .

*., хп. При этом так и пишут: вектор х =

*= (Х{* х2, ..., хп).
Пусть мы имеем два вектора, заданные своими

координатами в некотором базисе. Тогда при сложении

этих векторов их соответственные координаты
складываются: если

х = х{ех + х2е2 + ,.. +хпеп и у = ухех + у2е2 + ... + упеП)
то

х + У = (хх + ух)ех + (х2 + у2)е2 + ... + (хп + уп)еп.

При умножении вектора на число все его координаты
умножаются на это число: если

x = xxei+ х2е2 + ... +хпеп>
то

ах= (aAri)^i+ (ах2)е2-\-...'+(ахп)еп.
У нулевого вектора все координаты равны нулю, так

как из равенства а\ех + а2е2-{- ... + апеп = 0, ввиду
линейной независимости векторов eXi е2, ..., еп, вытекает,
что си = <х2 =*...== а„ = 0. Вектор, противоположный
х*= (хих2>..., xn)t равен,очевидно, (—хи —х2,..., —хп).

Теорема 2. Если ей е2, .
.„ еп —линейно

независимые векторы пространства R и каждый вектор х е R

линейно выражается через ей е2} , „ епу то эти векторы

образуют базис R.
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Доказательство. Векторы ей £г, ..., еп> по

условию, линейно независимы. Остается доказать, что в

пространстве R нет более чем п линейно независимых

векторов. Возьмем произвольные т > п векторов из R:

аи U2, ..., ат. По условию, каждый из них можно

линейно выразить через еь е2, ..., еп:

й\ = а\\ех + a2i^2 + ... + ani^n,

U2 = aj2^1 + «22^2 + . . . + ап2^п,

йт = а,\те\ +а2т^2 + ... + аЛт^п.

Рассмотрим матрицу

Га11 а12 ---alml
Kl «22 -a2m I

Так как число строк этой матрицы равно я, то ее ранг
не больше чем м, и значит, среди ее столбцов имеется

не более чем п линейно независимых. Но так как т>

>п, то т столбцов этой матрицы между собой линей*
но зависимы. А это значит, что линейно зависимы

и векторы tfi, я2, .., flm. Мы нашли, что. пространство

R я-мерно и ей е2, ..., еп — его базис. ,

Из теоремы 2 вытекает, что пространство /?п
упорядоченных строк из п чисел я-мерно. Действительно,
п строк ех—{[, 0, ..., 0), е2= (0. 1, ..., 0), .,

..., еп = (0, 0, ..., 1) линейно независимы, так как из

равенства

aie1+a2^2+.-+anen=(ai, a2, ..., an) = (0, 0, ..., 0)

вытекало бы, что ai = а2 = ... = ап = 0. С другой
стороны, каждая строка е= (|ь |2, ..., In) линейно вы-,

ражается через еи е2 еп:

е *=*\1ех + §2^2 +'...!+ Ъпвп* ;

Строки еи е2, ,.., вп образуют, следовательно, базис

пространства R*.

Пространство Рп многочленов степени не выше п

имеет размерность n-f 1. В самом деле, многочлены
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между собой линейно независимы, и каждый многочлен

от t степени.не выше п через них выражается
очевидным образом.

Теорема 3. В конечномерном векторном
пространстве каждое множество линейно независимых векторов
можно включить в некоторый базис.

Доказательство. Пусть векторы ей 02, ..., eh

пространства R линейно независимы. Если каждый из

остальных векторов из R линейно выражается через еи

02, ..., еку то, по теореме 2, это уже базис. Если же

найдется вектор еЛ+ь линейно не выражающийся через еи
е2, ..., еку то k + 1 векторов еи 02, ..., eh, ek+\ линейно

независимы. Действительно, если бы имело место

равенство

oti^i'+ а2е2 + ... +akek + aek+\ = 0,

то а ф 0, ввиду линейной независимости векторов еи

е2. ..., ehi и вектор ек+\ линейно выражался бы через

0ь 02, •••* **•

Присоединим вектор ек+х к еи- е2, ..., ек. Если все

векторы пространства R линейно выражаются через еи

02, . . 0*, 0л+ь то это уже базис. Если же найдется

вектор 0Ц.2, не выражающийся линейно через ей 02, ..., 0*,

ек+и присоединим его к ним; новая система векторов еи

02, .... 0л, 0fc+i, 0л+2 будет линейно независимой, и т. д.

Этот-процесс не может продолжаться до

бесконечности, так как пространство /?, по условию, конечномерно,
и, следовательно, в нем не может быть бесконечного

множества ей 02, 0з, ... линейно независимых векторов.
Поэтому, в конце концов, мы получим такую линейно

независимую систему векторов ви 02, •
••» 0*, 0*+i, .... 0*»

через которую#уже будут линейно выражаться все

остальные векторы из /?. Ввиду теоремы 2 это и будет
базис пространства /?, содержащий заданные векторы
0ь 02, . ., 0*-

§ 5. Изоморфизм векторных пространств

Пусть R —-я-мерное векторное пространство и* е\,

02, ..., 0п — некоторый его базис. По теореме 1, каждый
вектор x&R однозначно представляется в виде линей-
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ной комбинации

х = ххв\ + х2е2 + ... + хпеп

векторов еь ^2 ^п.
Если вектору х поставить в соответствие строку

(хи *2, . *т *п), то, как мы видели в § 4, при сложении

векторов соответствующие им строки тоже

складываются, а при умножении вектора на число соответствующая
.ему строка умножается на то же число.

Таким" образом, отправляясь от самого общего

определения я-мерного векторного пространства, мы

пришли к тому, что это пространство «устроено» в

некотором смысле так же, как пространство всевозможных

строк из п чисел. Значит, все я-мерные векторные
пространства над одним и -тем же полем Fустроены
одинаково; они, как принято говорить, изам-орфны
между собой. Точный смысл этого термина содержится в

следующем определении.
Определение 5. Векторные пространства R и R'

над одним и тем же полем F (в частности, два

вещественных или два комплексных векторных пространства)
называются изоморфными, если между их

элементами можно установить взаимно однозначное

соответствие*) такое, что если х*+*х' (х соответствует х') и

у ++ у', где х, y&R, x', у' <= R', то

и при любом а €= F

ах ++ ах'

(или, короче, (х+у)'=х'+у' и (ах)'=ах').
Из этого определения сразу видно, что два

векторных пространства, изоморфных третьему, изоморфны
м«жду собой.

Имеет место следующая
Теорема 4. Для того чтобы два векторных

пространства (определенных над одним и тем же полем F)

*) Говорят, что задано взаимно однозначное отображение
множества М на множество N (в частности, М на М), если каждому

элементу ое М поставлен в соответствие определенный элемент Ь е Ы%
причем каждый элемент b&N поставлен* в соответствие одному

определенному элементу а е М. В этом случае говорят также, что

между множествами М и N установлено взаимно однозначное
соответствие.
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были изоморфны, необходимо и достаточно, чтобы они

имели одинаковые размерности.
Доказательство достаточности. Пусть

даны два л-мерных векторных пространства R и R' над

полем F. Выберем в каждом из них по базису:

*ь *2> • • •»*п в R и еъ e2i ...хеп в R'.

Вектору х, имеющему в базисе ей е2, ..., еп

координаты-xb х% ..., хпу поставим в' соответствие вектор х'

из R'\ имеющий те же самые координаты в базисе

еъ е2, ..., еп. Тогда, поскольку при сложении векторов их

соответственные координаты складываются, а при
умножении на число — умножаются на то. же число, будем
иметь: если

х «-* *', у ++ у',
то

х + У ++ х' + у'
и для любого aeF

ах -*-* ах'.

Следовательно, R' изоморфно R.
Доказательство необходимости. Для того

чтобы доказать, что векторные пространства R и R'
разных размерностей не изоморфны между собой,
заметим прежде всего, что при «изоморфном» соответствии

между двумя пространствами нулевому вектору одного

пространства соответствует нулевой вектор другого.
Действительно, пусть 0 — нулевой вектор из R и О' —

соответствующий ему вектор из /?', х' — произвольный вектор
из R' и х «-* х'> где х е R. Тогда, по определению,

О + х ++ О' -+- х'.

Но 0-\-х=ху а так как х*-*х' и соответствие между
R и R' — взаимно однозначное, то

О' + х'^х*,

т е. 0'— нулевой вектор пространства /?'.
Если пространства R и R' изоморфны и векторам аь

а2>..., а*, из-/? соответствуют векторы alt a2, ..., a'k
пространства /?', то из линейной зависимости векторов аь а2,

,., ak вытекает, что и векторы аи а2, ..., ah тоже линейно
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зависимы, и обратно. Действительно, пусть, например,
ai^i + ^202 + ... + ahah = 0. Тогда вектору а\а{ +

L+ аг«2 + ... + oikah пространства /?, равному 0g/?,
в пространстве R' соответствует вектор /x1a1+a2ai+.. .+
+акак и, значит,

a^i + a2fla + • • • + <x>ka'k = О7.

Следовательно максимальное число линейно

независимых векторов в изоморфных пространствах должно быть

одинаковым, а значит, размерности этих пространств
— равные. (В частности, бесконечномерное
пространства не изоморфно никакому пространству конечной

размерности.)
В силу теоремы 4 единственной характеристикой ко-

нечномерного векторного пространства, определенного
над данным полем F, является его размерность. По

своей алгебраической структуре все я-мерные векторные

пространства над полем F одинаковы. Можно,

следовательно, сказать, что я-мерное векторное пространство —

это пространство всевозможных строк из п чисел.

Поскольку мы уже условились, что основное поле

F—фиксированное числовое поле, то я-мерное
векторное пространство можно обозначать просто через Rn:

одно обозначение для всех /z-мерных векторных

пространств над одним и тем же пол^м F законно, потому
что все я-мерные векторные пространства над полем F

одинаковы (изоморфны).

§ 6. Переход к новому базису

Пусть в пространстве Rn имеются два базиса:

*и Ч еп и еъ е2, --.,еп.

Первый условимся называть старым базисом,

второй— новым. Каждый из элементов нового базиса, по

теореме 1, можно линейно выразить через векторы
старого базиса

ех = апег + а21е2 + ... + ап1епу

е2 = а12ег + а22е2 + ... + ап2еП} /2\

*п = а1пех + а2пе2 + ... + аппеп.
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Можно сказать, что новые базисные векторы
получаются из старых с помощью матрицы

А =

*11 "12 • • •

"in

а21 а22 ' • • а2п

(причем коэффициенты их разложений по старым
базисным векторам образуют столбцы этой матрицы).
Матрица А называется матрицей перехода от базиса еь

е2у ..., еп к базису еи е2 еп.

Определитель матрицы А не равен нулю, так как в

противном случае ее столбцы, а следовательно, и

векторы еи е2, .. .,£пбыли бы линейно зависимы.

Обратно, если определитель матрицы А отличен от

нуля, то столбцы ее линейно независимы, и значит,

векторы elf e2f ...,еп, получающиеся из базисных векторов
ей е2> ..., еп с помощью матрицы Л, линейно
независимы, т. е. образуют некоторый базис. Значит, матрицей
перехода может служить любая квадратная матрица
порядка п с отличным от нуля определителем.

Посмотрим теперь, как связаны между собой
координаты одного и того же вектора в старом и новом

базисах. Пусть *►= ххех +х2е2 + ...+хпеп — в старом
базисе и в то же время х = ххе\ + х2е\ + ... + хпеп — в

новом.
_

tit

Подставляя в последнее равенство вместо еъ е2у ...,еп
их выражения (2) через еь е2, ..., еп, получим х>=*1
«= x't (апег + а21е2 + ...+ ап1еп) + х*(а12ех + а22е2+... +
+ ОпЛ) + ... + хп (а1пег + а2пе2 + .. .+йппеп) ^ацхх +
+ а12х2 + ... + а1пХп) ех+(а21х'х + а22х2+ ... + а2пХп)е2+
+ ... + (ап1х[ + ап2х2 + ... + аппХп) еп- Ввиду
единственности разложения лектора х по базису еи e2t -..., еп
отсюда следует, что

Х1 — аИХ1 + #12*2 + • • • + #1Л#П,

Х2 = u21Xi + #22*2 + • - • + #2П#п,
в . t • • . . . \ .

хп ==5 anl*l "Ь #п2*2 + • • • ~Ь ЯппХп*

Таким образом, старые координаты вектора х полу-
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чаются из н о в ы х его координат с помощью той же

матрицы А, только коэффициенты соответствующих
разложений образуют строки этой матрицы.

Пример. Пусть е\у е^ — единичные векторы,

направленные по осям прямоугольной декартовой системы

координат. Повернем оси координат на угол ф против
часовой стрелки, и пусть еи е2 — новые базисные

векторы. Углы, образуемые вектором ег с векторами в\ и

Рис. 5.

е%> равны соответственно ср иф—^ (Рис- 5). Поэтому

координаты этого вектора в базисе ей е* равны cos ф

и соз[ф— -у] = БШф, значит, е\ == cos ф-ех + sinq>-*t.

Аналогично, углы вектора е2 с векторами е\ и е2 равны

соответственно у + ф и ф; координаты его в базисе

в\% £а равны cosf-j + ф|=— sin ф и cos ф, и значит, е2 =*

=г=—&Шф-в1+С05Чр-е2.
Таким образом, матрицей перехода здесь будет

А =
ОЗф — 5Шф1

Шф СОЭф]'

а выражения старых координат через новые имеют вид

Xi
= cos ф

• д:^ — зтф-лгг,

х% = sin ф • хх + cos ф • х%г
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§ 7. Подпространства векторного пространства

Определение 6. Подпространство векторного
пространства R— это множество R\ его элементов,

само являющееся векторным пространством
относительно введенных в R операций сложения и умножения на

число.

Для того чтобы убедиться в том, что множество R\
элементов векторного пространства R является его

подпространством, необходимо проверить, что для любых

двух векторов х и у из- Ri их сумма х+у тоже

принадлежит R\ и что для каждого вектора х из R\ и

произвольного aeF произведение ах тоже принадлежит /?ь
Покажем, что этого и достаточно. Действительно,

аксиомы 1, 2 и 5—8 векторного пространства,
справедливые в /?, будут выполняться, в частности, и для
элементов из R\. Далее, если какой-то вектор х ^ Ru то и

произведения 0-х = 0 и (— \)х = —хтоже принадлежат
Ru Следовательно, нулевой вектор принадлежит R\ и

для каждого х из R\ вектор — х тоже принадлежит Ru

Размерность любого подпространства векторного
пространства не превосходит размерности самого

пространства: ведь линейно независимые векторы
подпространства /?i будут линейно независимыми и во всем

пространстве, а значит, максимальное число линейно

независимых векторов подпространства не превосходит

размерности всего пространства.
Примеры. В обычном трехмерном пространстве

(рассматриваемом как множество принадлежащих ему
векторов) подпространствами будут все плоскости и все

прямые, проходящие через начало координат.

Подпространствами любого пространства будут само

пространство R и множество, состоящее из одного нуля. В

пространстве Рп многочленов степени не выше п

подпространствами будут, например, все Ph при k<n — ведь

складывая и умножая на числа многочлены степени не

выше ky мы будем получать снова такие же многочлены.

С другой стороны, каждое из пространств Рп
содержится в качестве подпространства в пространстве Р всех

многочленов с вещественными коэффициентами, а это

последнее является подпространством пространства С
не прерывных функций,
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Рассмотрим систему линейных однородных
уравнений, ранг матрицы коэффициентов которой равен гл

f aUX\ + #12#2 "Г • • • "Г й\пХп === Of

I #21*1 "Г #22*2 Т" • • • ~Г а2п%п == ^| /оч

I ат\х1 i #m2*2 "Г • • • "Г атпхп ~ О,

и пусть в векторном пространстве /?п зафиксирован
какой-то базис. Если каждое решение (<хь а2, ..., ап)
системы (3) рассматривать как вектор пространства Rnf
то из результатов § 10 главы I вытекает, что

совокупность всех решений системы (3) является k-мерным
подпространством (где k*=n—г) в Rnf базисом
которого служит любая фундаментальная система решений^

Покажем, что и, обратно, -каждое подпространство
векторного пространства в любом базисе определяется
некоторой системой линейных однородных уравнений.

Действительно, пусть R\— ^-мерное подпространство
в Rn и еъ е2, «..,** — базис Rx. Дополним эту линейно

независимую систему векторов Rn до базиса еи е2...

,,м4 ek+u ..., еп всего пространства Rn. Легко видеть,

что если x'i, л4, ..., Хп — координаты относительно этого

(«старого») базиса, то подпространство Ri в этом

базисе определяется системой уравнений:

xk+i = 0, xk+2 = 0, •.., хп = 0.

Далее, если х\, х2, .... хп — координаты относительно
любого другого («нового») базиса в\, е2у ..., вп, то, как

показано в § 6, имеют место, в частности, равенства

xk+l ^ ah+l,lXl + flft+1,2^2 + • • • + Я/?-Н,гЛг,

Хп — ап1Х1 ~Г &п2Х2 "Г • • • "~Г аппхп>

где flfj — некоторые числа, и значит, подпространство /?j
в базисе ей е2% .... ел определяется системой линейных

однородных уравнений

( ^A+l.l^l + #fc+l,2#2 + • • • + ak+l,nXn = 0%

[ cinixi + я*Л + ... + аппх^ = 0.
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^ 8. Линейные многообразия

Пусть дано векторное пространство 7?п, в котором
выбран некоторый базис.

Рассмотрим (совместную) систему линейных, вообще
говоря, неоднородных уравнений:

'

апхг + а12х2 + ... + а1пхп *= Ьи

*21*1 + ^22^2- + • • • Ч" а2ПХП :as ^2»
(4)

I amlxl ~\~ йтп2х2 + • • • Н~ amnxn -- ^m»

ранг матрицы коэффициентов которой равен г, и пусть
& »= п — г.

Определение 7. Совокупность векторов

пространства Rn, координаты ^которых удовлетворяют системе

Рис. 6.

линейных уравнений (4), называется линейным

многообразием.
Согласно замечанию, сделанному в конце § 10

главы I, общее решение л: системы (4) равно сумме общего

решения х0 соответствующей (т. е. с теми же

коэффициентами при неизвестных) однородной системы (3) и

произвольного, но фиксированного решения а =

= (аи Я2> .
•., яп) системы (4). Таким образом, линейное

многообразие решений системы (4) получается, если к

каждому вектору из подпространства решений
соответствующей однородной системы (3) прибавить один и тот

же вектор а (см. рис. 6, где концы векторов, образую-
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щих линейное многообразие, принадлежат плоскости я,

получающейся из подпространства я0 параллельным^
переносом на вектор а).

Покажем, что и, обратно, если к каждому вектору
подпространства R\ С: Rn прибавить один и тот же

вектор а, то получится линейное многообразие. Пусть
подпространство R\' определяется системой линейных

однородных уравнений (3) и а>= (аи а2, ..., ап). Положим

0(1^1 -f аФ* +... +ct<inan>= Ьи i=l,2, .,, n, (5)

и рассмотрим систему уравнений (4). Ввиду условий (5),
вектор а является одним из решений этой (вообще
говоря, неоднородной) системы. Следовательно, линейное
многообразие, определяемое системой (4), совпадает с

заданным множеством R\ + а векторов.

Линейное-многообразие (4) называется k-мерным,
если &-мерно соответствующее ему подпространство (3).

§ 9. Пересечение и сумма.лодпространств

Определение 8. Пусть в векторном
пространстве R имеются два подпространства Ri и R2. Их
пересечением R3 = R\{]R2 называется множество

всевозможных векторов из R, принадлежащих
одновременно и Ru и R2.

Легко видеть, что пересечение двух подпространств
Ri и R2 является подпространством (содержащимся и

в Rh и в /?2).
'

Определение 9. Если R{ и R2—
подпространства линейного пространства /?, то их суммой 7?4=/?i+
+ R2 называется множество всех векторов вида и + v,
где u&R\ и v e/?2.

Сумма двух подпространств является

подпространством (возможно, совпадающим с /?). Действительно,
если х, у е R4i то х = их + vu у = и2. + v2, где ии и2 е

e/?i и vu v2&R2, итогда*+г/= (щ+и2) + (vx+v2)t где

щ + и2 е R{ и 1>1 + v2 e §2, поэтому ^ + j/ei?4.
Далее, если а е F, то ах = ащ + avu где аих е Ru

av\ e R2 и, следовательно, ах е Ra.
Подпространство R{ (так же, как и R2) содержится

в /?4, ибо каждый элемент xgSi можно представить в

виде суммы х + О, где х е /?ь а 0 е R2.
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Теорема 5. Если /?i и R2 —подпространства
векторного пространства R и /?3 = R\ П #2, я Ra — R\ + #2>
то

d(Ri) +d(R2) = d(Rz) +d(RA). (6)

Доказательство. В подпространстве /?3
выберем какой-нибудь базис

*ь ^2, *з, ,.., **. (7)
*•

Дополним множество (7) векторов, принадлежащих
одновременно и Ru и R2i до базиса /?i:

*ь е2, .., *ft, fft+i, ..., /Р, (8)
с одной стороны, и до базиса /fa

*ь в2, •
•., **, gk+u .*., gq (9)

— с другой (теорема 3). Покажем, что векторы

Si, е2, ..., ek, fh+u •
., /р, gft+b ,,., gq (10)

линейно независимы. Тогда, по теореме 2, они образуют
базис в 7?4, ибо *если вектор ге^, то 2 =» лс + f/, где

хе4 j/£i?2, и значит, лс линейно выражается через
векторы (8), а г/

— через векторы (9). Но тогда вектор
z линейно выражается через векторы (10).

Допустим, что векторы (10) линейно зависимы:

ai^i + а2*2 +... + aheh + Pfc+i/ft+i +.. i + Ыр +.'
+ T*+ift+i + • ■ • + ТЛ = 0. (И)

Тогда вектор

a=a,lel+a2e2+.. .+aft**+f5ft+i/Wi+-. .+рр/Р,

равный — (ft+igk+j + .. г + Чяёя). принадлежит
одновременно и /?ь и /?2, а значит, и их пересечению Rz. Но в

таком случае он должен линейно выражаться через ба-
зисные векторы (7) подпространства R$\ пусть

0= 01*1+02*2+- • -+G/A.

Отсюда, ввиду единственности разложения вектора a
по базису пространства /?i,

ot=a{, 1=1, 2, ..., ky и pA+1 = pA+2=,ft= pp=t=0.
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а тогда из равенства (11) следует, что

сце\+а2е2+.. .+аА+Тм-1#м-1+- • -+T«ff«—°»

и, ввиду линейной независимости векторов (9),
а<=0, i=l, 2, .... А, и Yft+i = Tft+2=. • •=Т«=°-

Таким образом, векторы (10) образуют базис
пространства /?4, и значит, его размерность равна числу этих

векторов:

k+{p-k) + {q-k)=p + q-k.

Но d(Ri)=p, d(R2)=q и d\Rz)—k. Мы доказали, что

сумма размерностей двух подпространств равна
размерности их суммы, сложенной с размерностью
пересечения.

Так, в четырехмерном пространстве R4 два двумерных
подпространства R\ и /?2 могут пересекаться по нулевому вектору, и

тогда их сумма совпадает со всем пространством; в этом случае
равенство (6) превращается в 2 + 2 = 0 + 4. Они могут пересекаться по

прямой (одномерному подпространству), и тогда их сумма трехмерна;
этр соответствует равенству 2 + 2 = 1 + 3. Наконец, Ri и R2 могут
совпадать, тогда их пересечение и сумма тоже двумерны, и

равенство (6) дает 2 + 2 = 2 + 2.

Два трехмерных подпространства в R4 либо пересекаются
по плоскости (двумерному подпространству), и тогда 3 + 3 = 2 + 4,
либо совпадают: 3 + 3 = 3 + 3. (Другие случаи здесь невозможны,
•Гак как сумма этих подпространств не более чем четырехмерна).

Если /?i — двумерное, а /?»— трехмерное
подпространства в /?4, то либо они пересекаются по прямой: 2 + 3=1+4, либо

Ri содержится в#2:2 + 3 = 2 + 3.

Определение 10. Если пространство R является

суммой своих подпространств R\ и R2t пересечение /?3
которых состоит лишь .из нулевого вектора, то говорят,
что Ra есть прямая сумма подпространств Rx и R2i
и пишут

R = RX 0 /?2.
■ Если R = R\®R2l то очевидно, что

d(R)^d(Rl) + d(R2).

Так, обычное трехмерное пространство R* будет,
очевидно, прямой суммой любой (проходящей через
начало координат) плоскости я и любой не лежащей
в этой плоскости (но проходящей через начало) пря-
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мой /. Пространство R3 распадается также и на сумму
любых двух своих несовпадающих (проходящих через
начало) плоскостей, но эта сумма не будет прямой.

Теорема 6. Если R = R\®R2, то каждый вектор
из R единственным способом представляется в виде
и + у, где «Е^ое R2.

Доказательство. Каждый вектор из R, по

определению -суммы подпространств, представляется в виде

u + v, где ме/?ь ие/?2. Предположим, что какой-то

вектор х из R разложен в такую сумму двумя способами:

X=Ui+Vi^=U2+V2.

Тогда вектор u\—u2=v2—v\ принадлежит
одновременно и Ru и R2, т. е. он принадлежит /?3 и, значит,
равен нулю, откуда щ= и2 и v2—v\.

Пусть R — какое-то векторное пространство и аи

02v •.., ah^ R. Совокупность всевозможных линейных

комбинаций этих векторов

a\ai+a2a2+.. .+akak
является, очевидно, подпространством в R. Мы будем
говорить, что это подпространство порождается

векторами аи а2, .., ak. Его называют также линейной

оболочкой векторов аи а2} ..., ak. Нетрудно видеть, что

линейная оболочка^ векторов аи а2) ..., ah совпадает с

пересечением всех подпространств, содержйщих эти

векторы.

§ 10. Определение аффинного пространства

Выше мы неоднократно иллюстрировали общее
понятие векторного пространства на примере (обычной)
плоскости или (обычного трехмерного) пространства.
Однако эти иллюстрации были, строго говоря, не

совсем точными — ведь основным понятием той геометрии,

которая изучается в средней школе, является точка, и

все геометрические образы можно понимать как

множества точек, в то время как в определении векторного
пространства точки вообще не фигурируют.

В школьном курсе геометрии понятие вектора появ-

ляется позже понятия точки: вектором там называют

упорядоченную пару точек (направленный отрезок) ЛБ,
определяя далее условия равенства векторов и правила
их сложения и умножения на число.
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Нам сейчас придется поступить иначе. Располагая

уже определением векторного пространства, мы

дополним его, введя в рассмотрение еще и точки. Полученное
^аким образом множество (векторов и точек) — его

называют точечно-векторным, или аффинным,
пространством,— будет уже ближе к тому пространству,
которое изучается в курсе элементарной геометрии,
хотя и не будет еще полностью с ним совпадать. Дело в

том, что само понятие «аффинного» пространства
предполагает, что это пространство лишено метрики, т. е.

способа измерения длин и углов. Оно станет вполне

идентичным (во всяком случае для двух-и трехмерного
случаев) обычному пространству лишь после введения

ъ нем соответствующей метрики (см. ниже, главу IV).
Определение 11. Пусть имеются векторное

пространство R (элементы его по-прежнему обозначаются

строчными латинскими буквами) и, кроме того,
множество элементов, которые мы будем называть точками (и
обозначать прописными латинскими буквами), причем
каждой упорядоченной паре точек М, N поставлен в

соответствие один и только один вектор х из R (хотя
разным парам точек может быть поставлен в соответствие

один и тот же вектор); мы будем писать в этом случае
MN=x. Будем предполагать, что это соответствие

между точками и векторами обладает следующими
свойствами:

1. Для каждой точки М и каждого вектора х

найдется одна и только одна такая точка N, что MN = х.

2. Для любых трех точек М, N, Р

Wn+W==mF.
Все точки и все векторы вместе образуют тогда

аффинное пространство.
Аффинное пространство называется n-мерным, если

n-мерно соответствующее ему векторное пространство/?.
Итак, аффинное пространство Л*—это множество

элементов двух родов: точек и векторов, связь между
которыми задается с помощью операции откладывания

векторов. Произвольный вектор х можно отложить от

любой точки Му получив при этом определенную точку

N, и тогда MN=x. Точка 'М называется началому

а точка # — концом вектора MN.
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Далее, почти очевидны следующие предложения.
1. Если MN=QP, то MQ=NP. (Это вытекает из

равенства Ш+ NF= MP = MQ + QP.)
В частности, так как MN-\-NN=MN=MM+MN,

то MM=NN, т. е. все векторы, у которых начало и

конец совпадают, равны между собой. Такой вектор NN

является нулевым, так как MN-\-NN=MN.
2. Вектор NM является противоположным MN, так

как Ш+Ш= ММ = 0.

§ 11. Введение координат в аффинном пространстве

В /z-мерном аффинном пространстве А
координаты точек можно ввести следующим образом. Выберем
какую-нибудь точку О в качестве начала координат»
Тогда для каждого вектора х, ввиДу условия 1
определения 11, найдется и притом только одна такая точка

X, что ОХ = х. Так будет установлено взаимно

однозначное соответствие между всеми точками и всеми

векторами из Л: точке X ставится в соответствие

вектор х = ОХ, концом которого она является (в
обычном трехмерном пространстве это —откладывание всех

векторов пространства от начала координат).
Далее, в соответствующем А векторном простран*

стве R выберем какой-нибудь базис е\, e2t ..., еп.

Тогда каждый вектор х из А будет определяться строкой
своих координат: х=(хи х2, ..., хп). Эти же

координаты мы отнесем и соответствующей вектору х точке Х\
будем писать в этом случае: Х(х\, х2, ..., хп).

Таким образом, если в /z-мерном аффинном
пространстве А выбрана система координат (т. е.

точка О как начало отсчета и базис ей ^2, ..., еп в

соответствующем А векторном пространстве R), то каждой
точке из А будет однозначно сопоставлена строка из

п чисел — ее координат. У точки О все кобрдинаты
будут равны нулю, так как ей соответствует, очевидно,
нулевой вектор 0.

Если Х(хи х2, ..., хп) и Y (г/ь у2, ..., г/п)—две точ-

ки аффинного пространства А, то, ввиду равенства,

OX+XY=OY имеем Y7='OY—OXt т. е. координа-
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ты вектора XY равны разностям у{—xt координат его

конца и начала.

Можно показать, что, подобно векторным
пространствам, все аффинные пространства одной и той же

размерности тоже «устроены одинаково», так что (если
зафиксировано основное поле F) размерность
аффинного пространства является его единственной

характеристикой. Поэтому n-мерное аффинное
пространство мыч можем обозначать далее просто через Ап.

§ 12. Переход к новой системе координат

Посмотрим, как преобразуются координаты точки

аффинного пространства Ап при переходе к новой

системе координат.
Пусть сперва изменяется только начало координат,

Предположим, что новое начало помещено в точку 0\
координаты которой в старой системе (аь а2, ..., ап).

Для любой точки X из Ап имеем

7Ю' + (УХ = Ш. (12)

Координаты вектора ОХ={хи х2у ..., яп)—-это
координаты точки X в старой системе координат;
координаты вектора О'Х = (хи х2, ..., хп) — координаты точки

X в новой системе; координаты вектора 00' — это

координаты точки О' в старой системе, т. е. (ai, g2, ..., an).
Из равенства (12) получаем 0'Х="ОХ — б(У, или,

в, координатах,

\хъ %2 хп) = (*ь х2 хп)
— (oti, а2;..., ап)

и Xi = xi — ot{, I = 1, 2^ ..., п} т. е. новые координаты
точки получаются, если из старых ее координат вычесть

координаты нового начала в старой системе

координат.

Пусть-теперь начало координат не меняется, но в

векторном пространстве Rny соответствующем Ап, выби-
ается новый базис с матрицей перехода

рп я12 • • • аш 1
fl21 fl22 '" а2п I (13)
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т. е. старый базис, образованный векторами eh е2, ..., еп,

заменяется новым, составленным из векторов еие2,. ..,£щ

где

е\ = ацех + a%ie% + ... + ап^п, i = 1, 2, ..., п.

Так как координаты точки X — это, по определению,

координаты вектора х—ОХ, то, как следует из § 6,
старые координаты точки будут выражаться через новые ее

координаты по формулам

Xi =* йцХ\ + й^Хч \- . . . -f- &inXni I = 1, 2г * .
., /I.

В общем случае, когда и начало координат О пере-
HOCHTC5L В ТОЧКУ 0'((Xi, СХ2, . ,

., <Хп), И баЗИС в\, в2, ..
., вп С

помощью матрицы перехода (13) заменяется новым,

старые координаты хи *2, •*. •» #п произвольной точки X и

новые ее координаты xi, x2t ...,xn связаны

соотношениями

xt — aaxi. + aj2#'2 + ... + ainxn + ah i « 1, 2, ..., n.

§13. %-мерные плоскости в аффинном
пространстве

Пусть в я-мерном аффинном пространстве Ап
установлена система координат. Рассмотрим снова

(совместную) систему уравнений (4), ранг матрицы
коэффициентов которой равен г, и пусть k—n—r.

Определение 12. Множество всех точек из Лп,
координаты которых удовлетворяют системе

уравнений (4), называется k-мерной плоскостью;

одномерные плоскости называются также прямыми,

а {п—1)-мерные плоскости — гиперплоскостями.
Понятно, что каждую гиперплоскость (для которой

г=1) можно задать всего одним линейным
уравнением

01*1+02*2+. • .+Яп#п=Ь.

В обычном трехмерном пространстве гиперплоскости —

это обычные плоскости, а на обычной плоскости — это

прямые.
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Можно показать, что при переходе к новой системе

координат в Ап точки, удовлетворяющие системе

уравнений (4), будут удовлетворять некоторой новой

системе уравнений, ранг матрицы коэффициентов которой
тоже равен г.

Пусть я будет ^-мерная плоскость, определяемая
системой уравнений (4). Соответствующая система' (3)
линейных однородных уравнений определяет
некоторую Л-мерную плоскость яо, «проходящую через
начало координат». Если все векторы отложены от начала

координат, то те векторы, концы которых принадлежат

Яо, образуют подпространство, а векторы, концы

которых принадлежат я, образуют й-лГерное линейное

многообразие. Это многообразие получается, если ко всем

векторам подпространства яо прибавить один и тот же

лектор а. Можно- сказать поэтому, что k-мерная
плоскость я получается из яо параллельным

переносом на вектор а. Это позволяет дать следующее

Определение 13. Две k-мерные плоскости

параллельны, если определяющие их системы таковы,

что соответствующие однородные системы равносильны
(имеют одни и те же решения), k-мерная плоскость п\ и

1-мерная плоскость я2 параллельны (при />&), если п\

параллельна какой-нибудь k-мерной плоскости,

содержащейся в Яг (в этом случае определяющие Я1 и яг

системы таковы, что однородная система, соответствующая
яг, является следствием однородной системы,

соответствующей яО.
Пусть снова я будет й-мерная плоскость,

определяемая системой уравнений (4). Общее решение
системы (4) в-векторной форме имеет вид

x=^aiCi+a2C2+,..+ahck+a; (14)
где

xo~aiCi+a2c2+s. .+ahch

■— общее решение соответствующей однородной
системы (3) и а — некоторый фиксированный вектор (одно
нз решений системы (4)). Если с4—(сц9 ci2i ..., cin)
при f=l, 2, ..., k и a=(ai, a2, .c., an), то записывая

равенство (14) в координатах, получим параметрические
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уравнения k-мерной плоскости:

Xj=zaiCU+a2C2i+t. .+akcki+a}, j= 1, 2, 41 it n,

Если ранг матрицы коэффициентов системы (4) равен
п— 1, соответствующую

a(af,a2,...pn) oc(x1fx2>...txn) (одномерную) плоскость

выше мы назвали прямой,
В этом случае общее

решение системы (4) в

векторной форме имеет

вид

х—оьс+а, (15)

где х0=ас— общее
решение соответствующей

однородной системы и а=(аи а2у ..., ап) — некоторый
фиксированный вектор (рис 7). Если с = (с\, с2, ..., сп) и

х=(хи х2у ..., хп), то, записывая уравнение (15) в

координатах, получим параметрические уравнения прямой:

*\ — ас{ + аи

х2 = ас2 + а2»

хп=асп+ап

которые, исключая параметр а, можно переписать в

виде

(Это — канонические уравнения прямой. Они имеют

смысл и в. том случае, если некоторые из знаменателей

обращаются в нуль
— тогда равны нулю и

соответствующие числители). Если в пространстве Ап даны две
точки А{аи а2, ..., ап) и B(bu b2, . ., Ьп), то

проходящая через них прямая АВ определяется, очевидно,
уравнениями

*i-fli_*2-fl2_ __*n--fln nfiv
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Обозначив равные отношения (16) через р, получим
параметрические уравнения прямой АВ:

xi=ai-\-$(bi—а,),
или

Полагая 1—£=а, будем иметь

х{=аа{+$Ьи где а+Р= 1. (17)

Если а и [} — вещественные, причем 0<а< 1 и, значит

0< [}< 1, то говорят, что соответствующая точка х при-
принадлежит отрезку А В.

Если ранг матрицы коэффициентов системы (4)
равен п—2, то определяемая ею плоскость двумерна, и

общее решение, системы в векторной форме имеет вид

x=aiCi+a2C2+a,

где Хо=а\С\+а2С2 — общее решение соответствующей
однородной системы (3), а а=(аь а2, ..., ап) —

некоторый фиксированный вектор. Если с{ = (с{\> с&, ..., с<п),
f=l, 2, то координаты точек Х(хи х2, ..., хп) этой

плоскости определяются формулами

xk = «iCu + а2с2* + ahi k = 1, 2, ,.,, л

(параметрические уравнения двумерной плоскости).
Пусть в аффинном пространстве Лп даны две

плоскости: й-мерная плоскость я, определяемая системой

уравнений (4), и /-мерная плоскость л/, определяемая
системой уравнений

[ Cll*i + СпХ2 + • • • + С1пХп = "1,

I С21*1 + ^22*2 + • • • ~Ь С2пХп = "2, /10ч

V £$1*1 г Cs2*2 "Г • • • "Г ^sn^/i — "е-

Тогда их пересечение (т. е. множество точ^ек,
принадлежащих одновременно и я, и л/) будет определяться
системой, состоящей из всех уравнений системы (4) и

всех уравнений системы (18), и значит тоже будет
некоторой плоскостью (которая, в частности, может

состоять из одной точки или даже вообще не содержать ни

одной точки, если объединенная система окажется не*
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совместной). Легко видеть, что каждая k-мерная
плоскость в Ап является пересечением некоторых г = n—k

гиперплоскостей.

§ 14. Выпуклые множества в аффинном пространстве

Определение 14. Множество точек
вещественного аффинного пространства называется выпуклым,
если вместе с каждыми двумя своими точками А и В
оно содержит и все точки отрезка АВ.

Легко видеть, что пересечение любого числа
выпуклых множеств выпукло.

Определение 15. Множество точек аффинного
пространства называется ограниченным, если

координаты всех его точек в некоторой системе координат
в совокупности ограничены (легко видеть, что тогда они

будут ограничены и во всех системах координат).-
Пусть в (вещественном) аффинном пространстве Ап

задана гиперплоскость

агхх + а2х2 + ...+ апхп = Ь. (19)

Этой гиперплоскостью все точки из Ап разбиваются на

два полупространства: At— множество точек, для

которых аххх + а,х2 + ... -f апхп ^ &, и А2—множество точек,

для которых аххх -f а2х2 + ... -f о,пхп<Ь. Полупространства
А± и А2 пересекаются по самой гиперплоскости (19).

Теорема 7. Каждое полупространство аффинного
пространства Ап является выпуклым множеством.

Доказательство. Пусть точки Р (р19 рч, ..., рп)
и Q = (<7i» ?2» •••• Qn) из Ап принадлежат, например,
полупространству Ах\ тогда

АЛ + агР*+• •. +апрп > bt axqx + a2q2+... +anqn^b.
Если X (xlt x2> *,*> хп)—произвольная точка отрезка PQ,
то по формулам (17) x{ = ap{ + ^qlt t=l, 2, ..., л, где

ос, Р^О и а + Р=1- Для этой точки X имеем

atx1 + a2x2+...+anxn =

= fli («Pi + Pfr) + ^2 («p2 + P?a) + ... + an {apn + $qn) =
= a (alPl + a2pa + ... + anpn) + P (a^ + a2q2 +...+ anqn)^

>а6+ Р& = (а + Р)6 = 6,

т. е. произвольная точка X отрезка PQ принадлежит Ах.
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Гиперплоскость (19), как пересечение выпуклых
мнржеств А{ и Л2, "является выпуклым множеством.

Каждая k-мерная плоскость в Лп, как пересечение
нескольких гиперплоскостей, выпукла.

Пусть в Ап даны m полупространств; определяемых
неравенствам^

| апхг + апх2 + ... + а1пхп > Ъи

1 #21*1 + #22*2 + • • • + а2пХП ^ ^2» /2Q\

I amixi T" am2x2 "Т • • • ~Г flmA ^ "m*

(Все знаки неравенств здесь одного смысла — этого

всегда можно достичь, умножая в случае необходимости обе
части неравенства на —1.) Пересечение этих

полупространств, называемое выпуклой многогранной
областью, определяет множество решений системы

линейных неравенств (20). Если это пересечение ограничено,
оно называется (выпуклым) многогранником я-мерного

пространства Л\



ГЛАВА III

ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

§ 1. Определение и примеры

Определение 1. Говорят, что в векторном

пространстве R задан оператор, или преобразование, s&*)t если

каждому вектору * е /? поставлен в соответствие

определенный вектор s£(x) или; как мы чаще будем писать,
stx&R.

Оператор (преобразование) А называется линейным,
если для любых двух векторов х и у из R и

произвольного числа asf

. 1) st(x + y) =stx + styt
2) бФ(ах) = astx.

Вектор Ах называется образом вектора х, а вектор

х — прообразом вектора s£x при преобразовании $Ф.

Выберем в пространстве R базис е\% е2, ..., еп.

Тогда если х = x{ei +х2е2 +... + хпепу то в силу
линейности оператора s& имеем

зфе{ = х^Фе, + x2s£ez + ... + xns&en, /=1,2 п.

Но так как зФе{ (где / = 1, 2, 3 я) — это тоже

вектор из R, то sie{ можно разложить по базису еи е2, .,,

..., еп\ пусть

$£е{ == аие\ + a2le2 + ... + anieny /=1,2,..., п.

Тогда

s4>x = xi (anei + а2Хе2 +... -f an{en) +

,+ х% {а\2е\ + а22е2 +,., + ап2еп) + ...

... +хп (a\nei + а2пе% +... ^-аппеп) =*

*) На плоскости и в обычном трехмерном пространстве чаще

говорят о преобразовании. Мы будем пользоваться и тем, и другим
терминами, но чаще —первым из них (оператор).
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= (ЯЦ*1 + 012*2 +'. . , Ч-flinXn) £?1 + (я21*1 + «22*2 + . *.

... + агпхп) е2 + ... + (aniXi + ап2*2 + ... +аппхп) еп.

Если хи х2, ...,*» —координаты вектора .stfi в том же

базисе е\9 ^ .•., еп, т. е. если

SiX = х',^ + Х2е2 + . . . +-Хпеп,

то, ввиду единственности разложения вектора по

базису, имеем

Xi = йцХх + #12*2 "Г • • • "Г #ln#7i,

%2 = #21*1 Г #22*2 Г • • • "Г а2П%П* (]\

Хп — #nl*l + ап2*2 + • • » + аппхп*

Таким образом, каждому линейному оператору si в

данном базцсе еи е2 еп отвечает матрица

А =

/-й столбец которой образован коэффициентами
разложения вектора sie{ по базису еи е2у ..., еп\ при этом

коэффициенты разложений (1) координат вектора six
по координатам вектора х образуют строки матрицы А.

Если в я-мерном векторном пространстве R задан ба-

аис, то не только каждому линейному оператору s&
отвечает определенная матрица Л, но и, обратно, каждая
квадратная матрица А порядка п может

рассматриваться как матрица некоторого линейного оператора.
Действительно, пусть ей е2, ..., еп— базис пространства

/?, и пусть дана матрица (2) м-го порядка (мы будем
писать короче: А=\аа\). Обозначим через si оператор,
переводящий произвольный вектор x=X\ei +д:^2 + ...

. + хпеп в вектор six = xxex + x2e2 + ... + хпеп, где

х'г=ацхх + ai2x2 + ... + ainxn при i = 1, 2, ..., п.

Покажем, что этот оператор — линейный. В самом
деле, произвольный другой вектор у = ухех + у2е2 + ...

*..+ Упвп он переводит в si у = г/Л + даа + • • • + Уп еп,
где у\=*сц1у1 + а12у2+...+ainyn, вектор х + у =

и22 • .. «о

.. я

(2)
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= (*i + У\)е\ + (х2 + у2)е2 + ... + (*„ + уп)еп — в

вектор st(x + y)= zxex + z2e2 + ... + znen, где z, =

= M*i# + y\)+ al2(x2 + №)+... + a«n(*» + yn) =
= *i + */i- ПОЭТОМУ

Далее, для любого aG? имеем ax;=(aXi)ei +
+ (a*2) e2+ ...+ (can) en и cS^ (ax) = txe\ + ^2 + ...

... + tnen, где /, =ai1(ax1)+at2(axa) +... + ain (a^)= ax'*.
Следовательно,

j$ (ax) = aJ^x,
и оператор $Ф — линейный.

Таким образом, если в векторном пространстве Rn
задан базис, то каждому линейному оператору отвечает

Определенная квадратная матрица порядка п и, обратно,
каждой такой матрице отвечает определенный линейный

оператор. Поэтому линейный оператор и

соответствующую ему (в данном базисе) матрицу мы будем
обозначать одной и той же буквой: j#, $, <g7, ...

— линейные

операторы, Л, В, С, ...

—

соответствующие им матрицы.
Матрица А называется матрицей линейного оператора $Ф.

Легко видеть, что для всякого линейного оператора^
МО = 0.

При этом, если зФх = 0 только при х = 0, то

оператор называется невырожденным; если же найдется
такой вектор х Ф 0, что Ых == 0, то оператор s4> —

вырожденный.
Пусть А = [alk] —- матрица линейного оператора .5$.

Рассмотрим систему линейных ^однородных уравнений

(<%*i + 012*2 + • • • + а1пхп = 0,
I #21*1 4~ #22*2 ~т • • • ~Г #2/г*п === ^,

( anlxx + ап2х2 + ... + аппхп = 0

Ввиду теоремы 10 из главы I, для существования
ненулевого решения этой системы (и значит, для

существования ненулевого вектора х—Х\е\ + х2е2 + ... -\-хпеп
такого, что $&х = 0) необходимо и достаточно, чтобы
определитель матрицы А (обозначим его через \А\) был

равен нулю. Следовательно, для того чтобы оператор s4>
был невырожденным, необходимо и достаточно, чтобы on-
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ределитель матрицы А этого оператора (в любом

базисе) был отличен от нуля. Матрица, определитель которой
отличен от нуля, называется невырожденной матрицей.

Рассмотрим несколько примеров.
1. Пусть зФ — поворот всех векторов обычной

плоскости хОу (короче — поворот плоскости хОу) вокруг
начала координат на угол ср против часовой стрелки. Это

преобразование линейно, ибо безразлично, сначала ли

сложить векторы а и 6, а потом повернуть их сумму#на
угол ф, или сначала повернуть векторы, а потом их

сложить (рис. 8); так же безразлично, умножить ли сначала

Рис. 8. "• Рис. 9.

вектор а на число а, э затем повернуть его на угол ф
или сделать это в обратном порядке (рис. 9).

Предположим, что базисные векторы — единичные и

взаимно ортогональные. Вектор $&е — единичный вектор,

образующий угол ф с е{ и угол ф-у се2.

Следовательно, _

$&е\ = cos ф
• е\ + sin ф • е2.

Единичный-вектор $&е2 образует с ех угол—- + ф, а-с

е%
—

угол ф.
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Следовательно,
s4>e2 =

Таким образом,

А =

■Sin ф • в\ + COS ф • е2.

COS ф
— 81Пф

Lsin ф соэф]

% Пусть $t> — поворот обычного трехмерного

пространства на угол ф вокруг оси Oz. Если еи е2) £з —

единичные векторы прямоугольной декартовой системы

координат, то

$Фе\ = cos ф
• е\ + sin ф • #2,

$фв2 = —Sin ф • е\ + COS ф
• £2,

и значит, матрица этого преобразования

А =
COS ф
sin ф
О

—sin ф О"

созф О

О 1

3. В обычном трехмерном пространстве пусть sia

будет ортогональной проекцией вектора а на плоскость

хОу. Линейность этого преобразования вытекает из

того, что проекция суммы векторов равна сумме

проекций слагаемых и что проекция произведения вектора на

число равна произведению проекции вектора на это

число. Если базис выбран так, как в примере 2, то

очевидно, что

st>ex = еи

и следовательно,

s£e2 = е2) Жеъ = О,

А =
Г1 о (Л

о 1 о.

Lo о оJ

4. В обычном трехмерном пространстве пусть sta

будет вектор, симметричный с вектором а относительно

плоскости хОу. Линейность этого преобразования
очевидна. При этом

&ех = еь s4e2 = е2, зФе$ = —е
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и матрица преобразования имеет видг

[10
0]

0 1 о.

0 0 —1J

5. В пространстве Рп многочленов от / степени не

выше-л положим

s*(x(t))=x'(t).

Линейность этого «оператора дифференцирования»
вытекает из основных правил дифференциального исчисле*

ния. Чтобы найти его матрицу, выберем в качестве бази*

са, например, векторы

- 1 - / _

t% -tn
е0 ~~ * » е1 *"~ *i в2 ~ 2|»

• •
•» еп — JJJ-

t

ste2 = еи .. <, s4en = en-i

о 1 о... on

о о 1 ... о

о о о ... 1 I

о о о... оJ
6. Обозначим через <В так называемый

тождественный оператор, определяемый равенством: &х=*
= х для любого *е/?. Тогда ^е{?=е{ для всех /==

= 1, 2, ..., я, и следовательно, матрица оператора <8 в

любом базисе имеет вид

"1 0 0...01
0 1 0... 0

О 0 0... 1J

7. Обозначим через О так называемый нулевой

оператор, определяемый равенством (?х = 0 для
всех хе/?. Матрица этого оператора, состоит из

одних нулей.
Ясно, что операторы 1, 2, 4 и 6 —невырожденные,

а операторы 3, 5 и 7-—вырожденные.
Теорема 1. При линейном преобразовании вектор*

ного пространства каждое подпространство переходит в

подпространство.
4 л. И. Головина

Тогда

s£e0 = 0, зФе\ = е0,
и

А =

£ =
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Доказательство. Пусть R{ — подпространство
векторного пространства Rn. Обозначим через s£R\
множество всех векторов, являющихся образами векторов из

Ri лри линейном преобразовании s&. Нам надо доказать,

что s£Rx — подпространство. Пусть векторы х и у
принадлежат s&Ri. Это значит, что х=я£х' и j/ = j#(/', где

^e/?i и у' е R\. Но тогда

х + у = Жх' + sty' = а (х' + у') е= stRl9

так как х' + у'е#ь и при любом aGF

ax = <xs£x' = st(ax') e .s#/?i,

так как ах' е #1. Таким образом, stRi —

подпространство.
(Легко понять, что размерность s4-Rx не превышает

размерности R\.)
Теорема 2. При линейном преобразовании

векторного пространства каждое линейное многообразие
переходит в линейное многообразие.

Доказательство. Пусть М — линейное

многообразие в Rn. Тогда существует такое подпространство R\
и такой вектор а, что М = R\ + а (см. выше стр. 78).
Если *

s4> — линейный оператор, то s4>M = s4>R\ -f s4>a.
Ввиду теоремы 1, s£R\ является линейным

подпространством и, значит, AM— линейное многообразие (см.
стр. 79).

Пусть Ап—n-мерное аффинное пространство и Rn—
соответствующее ему векторное пространство, в

котором задан линейный оператор зФ. Этот оператор ^ожно
следующим образом распространить и на точки из Лп.

Предположим, что в Ап выбрана система координат.
Тогда, если вектор х ='х\е\ + х2е2 + ... + хпеп при

преобразовании $Ф переходит в зфх^х^ + х2е2 +...+ х'пеп,
то, по определению, точка X (х\, х2^ ..., хп) (конец
вектора ОХ_—х) переходит в X'(хи х2, ...,хп) (конец
вектора OX' = stx).

Из теоремы 2 непосредственно вытекает, что при
линейном преобразовании аффинного пространства k-мер-
нал плоскость переходит в плоскость (не большей

размерности). В частности, прямые переходят в прямые
или в точки.
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§ 2. Действия над линейными операторами

А. Сложение линейных операторов.
Если si и $ — два линейных оператора в векторном

пространстве R, то их суммой si + $ называется

оператор <87, определяемый равенством

<&х = six + 38х

для любого х е /?.
Легко видеть, что сумма линейных операторов тоже

будет линейным оператором. Если линейные

операторы si и 3S имеют (в некотором базисе)
соответственно матрицы А = [alk] и В= [6xft], то матрицей
оператора ^ = si + 91 будет С = [ctk], где cik = alh + blh.
Матрица С называется суммой матриц А и 5. Таким

образом, по определению,

Ы + [bih] = [aih + bik].
(Разумеется, складывать можно лишь матрицы одного

и того же порядка.)
Сложение линейных операторов (и сложение

матриц) обладает, очевидно, следующими свойствами:

1. & + & = $ + &.
2. (^ + ^)+«? = ^ + (Я + V).
3. si + О = si для любого si.
4. Если через —si обозначить оператор,

определяемый тем, что (—si)x = —six для всех хе/?, то — si

будет линейным оператором и

Матрицу оператора—si обозначим через — Л;
тогда ясно, что если А = [aih], то — А = [— aih].

Б. Умножение линейного оператора на

число.

Если si —линейный оператор в пространстве R и

aef, то произведением si на а называется one-

ратор asi, определяемый следующим образом:
(asi)x = a {six)

для каждого вектора х из R.
Ясно, что asi — тоже линейный оператор и что его

матрица <хА получается из матрицы А оператора si

умножением каждого ее элемента на а:

4*
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Матрица аА называется произведением матрицы А на

число а.

Для умножения линейного оператора вна число

справедливы, очевидно, следующие тождества:

1. 1 .^ = ^;
0.^ = 0;

(—1)^ = —^
2. сс(И) — №)<&.
3. (а + р)^ = а^+р^.
4. a{s£ + &) = ast + а$.
Аналогичные тождества справедливы и для

умножения матрицы на число.

В, Умножение линейных операторов.
Произведением S&&8 операторов s4> и 3S называется

оператор ff, определяемый следующим образом:

<&х = Ж{&х)

для каждого вектора х из R.
Таким образом, перемножение операторов состоит

в последовательном их применении одного за другим;
при этом сначала производится преобразование &, а

затем уже полученный вектор Six подвергается

преобразованию $&.

Так, если $Ф есть поворот плоскости против часовой

стрелки на угол ср, а 9& — поворот (в том же

направлении) на угол if>, то $&$ = 9bs& будет поворотом на угол
Ф +■ г|). Если $& — симметрия^ плоскости хОу
относительно оси Ох, а $ —симметрия относительно Оу, то

s£2 z= ffi = g — тождественное преобразование, a s&3&=*
z=$3s& — симметрия относительно начала координат.
Если si — ортогональное проектирование обычного

трехмерного пространства на плоскость или на прямую, то

s/,* = ^# Если зФ — дифференцирование в пространстве
многочленов, то оператор J^2 — это взятие второй
производной.

Произведение линейных операторов тоже будет
линейным оператором.

Действительно,

1) №$)(х + у) =&(&(х + у))=а(Ях + Яу) =

= бФ{$х) + st{$y) = {Л3&)х + (^$)j/,
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2) (аЯ) (ах) =$£{& [ах)) = si (ад$х) м
= ust (Шх). =;= а {&&) х.

Найдем, как выражается матрица С линейного

оператора W = s4>$ через матрицы А = [aik] и В = [bth] ли:
нейных операторов s4> и &. Имеем

Vek = Ж (Яек) = Ж (blhel + b2ke2 + .., + bnken) =

s= tt\k^el+b2hs^e2 + ... + btlh$ten = 6u (011*1+021*2+...
-

... + flni^n) + ^2л (012^1 + ^22*2 +... + an2en) +.. •

...+&»* (fluei + a2ne2 + ... + annen) =

= {anblk + al2b2h + ... + alnbnk)el+j

+ (A21&U + ^22&2ft + • • • + CL2nbnh) e2 + ...

... + (flnibu + «»2&2ft + ..•+. annbnh) en\

значит, если Veh = cikei + c2ke2 +.., + c»he»9 то

cih= anbik + ai2b2k +... + ainbnht

где i, fr= 1, 2, ..., /z.
-' Мы видим, что для того чтобы получить элемент

матрицы С, стоящий в пересечении ее i-й строки и k-го

столбца, надо каждый элемент i-й строки матрицы А

умножить на соответствующий элемент k-го столбца
матрицы В и все полученные произведения сложить.

(Говорят и короче: элемент cik равен" произведению «/-й

строки матрицы А на £-й столбец матрицы В».) Матрица С
называется произведением матриц Л и В,

Пример.

Г2 ПГ4 '31 Г2.4+Ы 2-3+ 1-21 Г 9 81

[3 .6JL1 2]=|з-4 + 5-1 3-3 + 5-2J =[17 10j-

Произведение тех же матриц в обратном порядке

равно

Г4 31Г2 П [4-2 + 3-3 4.1 + 3-51 Г17 191
Ll 2JL3 5j = [b2+2.3 M+2.5j = [8 11 J-

Мы видим, что умножение матриц (вообще
говоря) не коммутативно.

Рассмотрим свойства умножения линейных

операторов и умножения матриц.
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1. Если зФ, $, Ф — линейные операторы, то

{&%)<& = &{№&).

Действительно, для любого вектора x^R имеем

[(st3l)V]x = {&%){<&х) =&{&{&х))
и

[st(M>)]x = s£[{$<g>)x] =st(£{Vx));
таким образом, умножение линейных операторов (а,
следовательно, и матриц) ассоциативно.

Произведение («s^J?)^ = s&i^lff) линейных

операторов, состоящее в последовательном их выполнении:

сначала &, затем $ и, наконец, s&,— обозначается обычно

просто через s£3N? — без скобок.
2. Для любого линейного оператора s4>

&g = gst, = ж.

Матрица Е тождественного оператора & (см. выше,

стр. 97) называется единичной матрицей. Для любой

Матрицы А (того же порядка, что и Е)
АЕ = ЕА=А.

3. Умножение и сложение линейных операторов
связаны дистрибутивными законами:

{& + #)<& = &&+$& и <&(& + $) =<8Ж+<8®,

так как для любого вектора х ^ R

{(st + 3B)V)x = (st + 3l)(Vx) = st(Wx) + %{<&х) =

= (s*V)x + {ЯФ)х= (st<g>+m>)x
и

(9{sl + Sl))x=*V((st + 3l)x) = <g>(s£x+%x) =

= V {s&x) + <& (Ях) = (Vst) х + (<0Я) х = («\# + <8%) х.

Аналогичные тождества справедливы и для матриц.
Вспомним теперь основные законы сложения и

умножения чисел, сформулированные на стр. 55—56 (аксиомы
поля). Для сложения и умножения матриц мы доказали

справедливость всех этих законов, кроме пятого и

восьмого. Пример на стр. 101 показывает, что умножение
матриц, а значит, и умножение линейных операторов,
вообще говоря, не коммутативно,
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Что же касается существования линейного оператора,

обратного к данному, то справедливо следующее
предложение:

Для каждого невырожденного линейного
оператора $Ф существует такой—^обратный к зФ
линейный оператор зФ~х, что

s£s4>-{ = s4>~xs4> = 8

(и соответственно для каждой матрицы Л, определитель
которой отличен от нуля, существует такая обратная
к А матрица А"1, что АА~{ = А'1А = Е).

Докажем это. Пусть $t> — невырожденный линейный
оператор, имеющий в некотором базисе ей e2i ..., еп

матрицу А. Мы докажем сначала существование
обратной кЛ матрицы, т. е. такой матрицы, Л"1, что

ЛЛ-1 = Л-М = Е\ -

тогда линейный оператор s4>~x, имеющий в том же

базисе еь е2 еп матрицу Л"1, будет обратным к $Ф\ ведь
последовательное применение операторов j^"1 и s$>
одного за другим будет линейным оператором с единичной

матрицей, т. е. тождественным оператором.
Итак, пусть дана матрица А=[ац], определитель

которой отличен от нуля. Рассмотрим матрицу,
составленную из алгебраических дополнений
соответствующих элементов матрицы Л:

*12

'21 ... А
2п

■Ап1 Ап2 "• Апп->

При транспонировании ее получается матрица А,
называемая присоединенной к матрице Л:

А„.

Л =

^11 ^21
А12 А.гг жп2

^-\п 2п
' '

пп-*

Перемножая данную матрицу Л и матрицу А, получим

\А\ 0 ... О

о mi ... о
АА = АА =

\Л\}
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(теоремы 3 и 4 главы I). А следовательно, матрица

л-1 _А__
\А\

сбудет обратной к Л.

Пример. Найти матрицу, обратную к

[1
2 31

Решение. Определитель матрицы Л равен 4. Алгебраические
дополнения ее элементов: Ап = 2, А{2 = —2, А\Ъ = 2, А2\ = —2,

4, Л23

Л

-2, Л31 = —8, Л3 10, Л3з = —4 и, значит,

'-тН 13]-тН 3 1}
Заметим, что если операторы s4> и <% невыръж-

денные, то таким же будет и их произведение (так как

из равенства ($£3})х = зФ($х) = 0 вытекает, что ,$х = 0

и, значит, * = 0), причем

(а для матриц (ЛВ)-1 = В-'Л-1), так как

(&я) (jf-1^-1) - ^[^(jf-1^-1)] = ^[да-1)^-1] -

Теорема 3. Определитель произведения двух
матриц равен произведению определителей сомножителей:
если ЛВ = С, то *

|С| = |Л| |Я|.

Доказательство. Пусть

ЛВ =

Гаи

Kl

Ьщ

°12 •

fl22 •

ап2 '

•• Д1гГ
•• а2п

• • апп ~

•

[Ах
621

ki

*i. •

&22 •

ЬП2 ■

" 61п"
•• ьгп

■• Ьпп-

=

=

"с11

С21

-Si

С12 •

С22 •

СП2 *

••

Сш]
• • Лп

• • спп J
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Тогда, как известно,

Определитель матрицы С равен

cik e"fliA* + ai2b2k + • • • + ainbnk = 2 aijbjk-

|C|-

Ji=i

n

2 a2hbhl 21 fl2JA'*2 • • • 2 a2jnb3nn
Ji=l j2=i

2 anhbhl 2 anjtbjtf" .2 Win»

По свойству 4-определителей его можно представить
в виде суммы

2.
01.J in

aiA,i aij,bh2 •••aU„6i„n

J2jfihx а%нЬнг ' • ■ a2jnb!nn

где индексы /i, /2, «.., /n независимо друг от друга
пробегают все значения 1, 2, 3, ..., л (всего в этой сумме
пп слагаемых). Однако можно считать, что в

определителе, стоящем под знаком суммы, все индексы /1э /2, ..«

.• , /» различны, так как те определители, у которых
имеются одинаковые- индексы /ft, равны нулю как

определители с пропорциональными столбцами. Таким

образом, в этой^умме остаются только п\ слагаемых,

отвечающих разным наборам /ь /2, ..., /п. Вынося теперь
за знак определителя общий множитель элементов

каждого столбца, получим
I aih aih • • • aijn

1С1~ 2 fcAl&/*2 • • • bIn"
ЭиЭи"чЭп

a2h a2)t • • ■ a2jn

Jnjt ипл '

где суммирование ведется по всевозможным

перестановкам /ь /2, .. „ /п чисел 1, 2, ,,,, nt
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В определителе, стоящем под знаком (последней)
суммы, переставим столбцы так, чтобы вторые индексы
их элементов расположились в порядке возрастания. Это
можно сделать посредством нескольких транспозиций
столбцов. Так как при переходе от одной перестановки
к другой той же четности требуется четное число

транспозиций, а при переходе к перестановке другой
четности— нечетное число транспозиций (а перестановка
1, 2Г ..., п — четная), то определитель в правой части

последнего равенства равен (— l)^uh *П1|Л|. Таким

образом, получаем
I СI - .2 .

(- 1)[Ы 5n] bhlbitt... bjnn \A\=\A\\B\.
JliJ tf •• iJfl

Следствие. \А~1\
ства

|i4|"!, что вытекает из равен-

§ 3. Прямоугольные матрицы

Матрица, состоящая из т строк и п столбцов,
называется [тХ п]-матрицей. Можно определить
сложение [т X п] -м а т р и ц, полагая

"11 12

«22 "гп
+

21

If, и h \
ml гп2

" '

тп

гап +Ьп

ап + Ьп

а12 + *12

*22 +622

ат + Ьт 1

"2п .+ *«

a,nl + bml лк а +Ь •

тп
'

тпШ2
'

т2

и умножение [т X я] -матрицы на число а —

равенством

а
-22 2п

ml m2 ... а

аа

оса,

aai ■■■о*1пп
ааа

■-ад аа.7П2

Легко видеть, что относительно этих операций сложения и

умножения на число [т X «] -матрицы (в частности, квадратные матрицы

порядка п) с элементами из поля F сами образуют векторное
пространство над полем Ft Обозначим [тХ п]-матрицу, у которой эле-
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мент /-й строки и k-ro столбца равен 1, а все остальные элементы

равны нулю, через е\ъ. Тогда ясно, что эти матрицы е**, где
/= 1, 2, ..., m, k = 1, 2, ..., я, линейно независимы и что каждая

[тХ ^] -матрица является их линейной комбинацией. Следовательно,
размерность пространства [т X я] -матриц равна тп. В частности,
пространство всех квадратных матриц порядка п имеет
размерность п2.

Прямоугольную матрицу можно рассматривать как

матрицу линейного оператора,
отображающего одно векторное пространство в другое. А именно,

пусть имеются два векторных пространства Rn и Rm,
вообще говоря, разных размерностей п и т, но над одним
и тем же числовым полем F> и предположим, что

каждому вектору Jte/?" поставлен в соответствие вектор
^е/?т так, что выполнены следующие условия:

1. s£(x + y) — s&x + s&y,
2. si (ах) = as&x

для всех х, у е /?? и а е F.
Мы говорим тогда, что зФ есть линейный оператор,

отображающий пространство. Rn в Rm, или линейное

отображение Rn в Rm.
-- Выберем в пространстве Rn базис е\, £2> ..., eni а в

пространстве Rm базис /ь /2, ..., /т. Вектор Aeiy где

f=l, 2, ..., /г, принадлежит 7?т, и следовательно, его

можно разложить по базису /ь /2 /т; пусть

stei — anfi + a2i/2 + ...+^mi/m,
«Я^2 = a\2f\ + a2lU + ■■•'+ 0<m2fm,

s4>en = ainfi + a2n/2 + • • • +^mnfm*
Таким образом, линейному оператору зФ,

отображающему пространство Rn в Rm, соответствует
прямоугольная матрица

А =

столбцы которой образованы коэффициентами
разложений векторов et по векторам />

По аналогии с умножением квадратных частиц
можно определить и умножение прямоугольных
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матриц. Такое умножение выполнимо только в том

случае, если длина строки левого множителя равна
длине столбца правого, т. е. когда число столбцов левого

множителя равно числу строк правого. Произведение

Ет Хя] -матрицы на [п X р]~-~матрицу будет, очевидно,

тХр] -матрицей. В частности, произведение [тХ«]-
матрицы на [пХ 1]-матрицу, т. е. на столбец, будет
[тХ 1]-матрицей, т. е. столбцом, а произведение

[1 Х./л]-матрицы, т. е. строки, на [тХ«]-матрицу
будет [1 X п] -матрицей, т. е, строкой.

Примеры
~

О"1

1

2

3J

ПО 0 71
=

L 2 -г5 4J

Нетрудно понять «геометрический смысл» операции
умножения прямоугольных матриц. Пусть имеются три
векторных пространства, вообще говоря, разных
размерностей:- Rn, Rm, Rp, и пусть даны два линейных

оператора: s&, отображающий Rm в /?р, и <Я}
отображающий Rn в Rm. Оператор зФ9Ь, ставящий в соответствие

каждому вектору x^R* вектор Ы($х) пространства
Rp, называется произведением операторов s4> и 3&. Легко
видеть, что S&3& является линейным оператором,

отображающим Rn в Rp, и что если оператору «я£ отвечает

[рХт]-матрица Л, а оператору Я— [тХ«]-матрица
В, то матрицей оператора S&38 будет
[рХп]-матрица АВ.

J(aK и для квадратных матриц, умножение
прямоугольных матриц ассоциативно: А (ВС) = (АВ)С, и

дистрибутивно относительно сложения: (А + В) С =
= АС + ВС, С{А + В) =СА+СВ,— разумеется, если

матрицы таковы, что все эти действия над ними

выполнимы, Кроме того, если А — произвольная
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[тХя]-матрица, то АЕп = А и ЕтА » Л, где Я*~-
единичная матрица порядка k.

Рассмотрим снова систему линейных уравнений
апхг -4- апх2 -f ... + а1пхп « Ь1% \

#21-^1 + #22*2 I • • • Т" а2пХп » &2» I /m

Обозначим через А матрицу из коэффициентов при
неизвестных этой системы, через X— столбец,
составленный из неизвестных, и через В — столбец, составленный
из правых частей. Тогда систему (3) можно записать

в виде одного матричного уравнения

АХ = В.

Если матрица А квадратная и ее определитель
отличен от нуля, то существует обратная к ней матрица
Л*-1. Умножая обе части последнего равенства слева

на Л"*1, получим

Л-1 (АХ) = А~1В, откуда X = А~]В.

& более подробной записи это —формулы Крамера
(ср. выше, стр. 33).

Если «5^ —линейный оператор в пространстве RnA
— его матрица в некотором базисе е4, е2, ..., ent в

котором X~(XU *2, ..-, Хп) nS&X=(xuXZi ...,Хп),ТО форму-
лы (1) из § 1 можно записать в виде одного матричного
^уравнения

Y=*AX,

где X —-столбец из координат вектора х, а У—

столбец из координат вектора s4>x.

Наконец, если С —матрица перехода от базиса ей

в2, «.., еп к (новому) базису еи еа, ..., &п% ТО

Лст = илнов,

где Хст —столбец старых, а Хпов — столбец новых

координат вектора х (см. формулы в § 6 главы II). Из
последней формулы непосредственно вытекает
равенство: Хпоъ — С^Хсг, т. е. что новые координаты
получаются из старых с помощью матрицы, обратной
матрице перехода, что впрочем вполне очевидно и так,
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Укажем здесь еше один, практически более удобный, чем

изложенный выше, способ вычисления матрицы Л*1, обратной
данной невырожденной матрице Л.

Выпишем рядом матрицу Л и единичную матрицу Я и над

строками их будем одновременно производить элементарные
преобразования до тех пор, пока матрица Л не превратится в

единичную. При этом исходная единичная матрица превратится в А"К
Рассмотрим пример. Пусть нам надо найти матрицу Л™1,

обратную матрице Л = L о]. Выпишем рядом с Л единичную

матрицу Ё и над строками полученной «объединенной

(прямоугольной) матрицы» будем производить элементарные
преобразования: сначала отнимем от второй строки утроенную первую, затем

разделим вторую строку на —2, вычтем удвоенную вторую строку
из первой и, наконец, переставим строки. Так мы получим
последовательно:-

[I з|4 l]~[-2 о|
, m Г2 И * °1

L1 °|т-т| Ь 11—2 i J-
В последнем «блоке» левая матрица — единичная, а правая равна Л'1.

Можно было бы производить элементарные преобразования
не над строками, а над столбцами — одновременно матриц Л
и Е,— но всегда либо только над строками, либо только над столбца-
ми. Во втором случае (при элементарных преобразованиях столбцов)'
удобнее располагать матрицы «столбиком»: единичную матрицу Е
помещать под матрицей Л. Так, в нашем примере мы будем иметь
последовательно:

Г2 1-
4 3

1 0

Lo i.

/•w

-0 1"
-2 3

1 0

-2 1

~

■т °

1 1

0 11
1 О

2 2

1 —2

_3_
2

-2

Здесь удвоенный второй столбец вычитается из первого, первый
столбец делится на —2, утроенный первый столбец вычитается из

второго и, наконец, столбцы меняются местами. После того как верхняя

матрица превратилась в единичную, нижняя будет равна Л"1.

Для того чтобы обосновать эти действия, заметим следующее.
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1. Умножение произвольной [пХт] -матрицы Л слева .на

матрицу В порядка п, получающуюся из единичной матрицы
умножением ее 1-й строки на число с, равносильно умножению на с /-й

строки самой матрицы Л. В то же время умножение матрицы А
на аналогичную матрицу Вх поряка т справа равносильно
умножению на с /-го столбца матрицы А. (Проверьте это сами.)

2. Умножение [nY^jn]-матрицы А слева на матрицу С

порядка п, получающуюся из единичной матрицы перестановкой ее

1-й и k-й строк, равносильно перестановке t-й и k-й строк самой

матрицы Л, а умножение матрицы А на аналогичную матрицу Ci
порядка т справа равносильно перестановке i-ro и /г-го столбцов

матрицы А. (Проверьте и это.)
3. Умножение [п X т] -матрицы А с л е в а на матрицу D,

получающуюся из единичной матрицы порядка п прибавлением к ее /-й

строке k-fi строки, умноженной на с, равносильно аналогичной

операции над строками самой матрицы Л. Так, например,

[-3 ?Ш з] = [-2 о]'
В то же время умножение матрицы А справа на матрицу D\
порядка т, получающуюся из единичной матрицы прибавлением к ее

i-му столбцу я-го столбца, умноженного на число с, равносильно
аналогичной операции над столбцами самой матрицы А,
(Докажите все это сами.) Так, например,

[I з][-2 ?] = [-2.з]-
Пусть теперь Л"*1 — матрица, обратная Л, тогда АА~1 = Е.

Элементарные преобразования над строками матрицы Л
равносильны умножению ее слева на некоторые специальным образом
подобранные матрицы. На те же матрицы одновременно умножается
и матрица £. В нашем примере элементарные преобразования над

строками матрицы I, о отвечают таким действиям:

10
ПГ1 -2] П О 1Г 1 01

, .J[o ,j[. -i-Jl-з ,J"-
-[■ Ж> ~¥ 4][-J ■]*•

Но произведение

[■»][«IP 4][- °]а
равно £, и значит, правая часть последнего равенства равна А"1.

Элементарные преобразования столбцов отвечают
умножению равенства А"1А = Е (обратите внимание на то, что теперь мы
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написали матрицу А спр.ава) справа на определенным образом
подобранные матрицы. Так, в том же примере мы имеем

л-м

А так как произведение

U :1т:][: -fl :)■
L; :Ii:][: Д: :]•

■U :]Н:][: it:]
равно Е, то правая часть последнего равенства равна Л""1.

Заметим, что аналогичный прием можно применить и при
решении матричного уравнения,' скажем, вида АХ = В, где А ---

квадратная матрица порядка я, Я —искомая и В —данная [п X т]
-матрицы: производим элементарные преобразования строк одновременно
матриц А и В до тех пор, пока матрица А не превратится в

единичную; при этом матрица В превратится в А~1В = X. (Сравните это
с" методом Гаусса на стр. 50, которым, в сущности, решается
матричное уравнение АХ = В, где А — матрица из коэффициентов при
неизвестных, X «— столбец неизвестных и В — столбец правых частей.)

§ 4. Изменение матрицы линейного оператора
при переходе к новому базису

Пусть линейный оператор s&, действующий в

пространстве R, в базисе еи е2, ..., еп имеет4 матрицу

^=[^л], а в базисе еи e2f .. .,е'п, вообще говоря,
другую матрицу Аг == [а\к\- Найдем, как связаны между
собой матрицы А я А\.

Обозначим через С = [cih] матрицу перехода от

базиса ей ^2, ..., еп к базису еи е2> • • .,*п- Тогда

е{ « сиег + c2ie2 + ... + cnien9 где I = 1,2, ..., п.

Будем матрицу С рассматривать как матрицу
линейного оператора ^ в базисе ей ^ъ »••> £п. Тогда очевидно,
что

Wei = Сцег + c2ie2 + .. + cnien = eit

и значит, линейный оператор ^ переводит векторы е\9

^2» •
•., еп соответственно в векторы е[ e2i .. , еп.
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Определитель матрицы С отличен от нуля '(§ 6
главы II), а значит, для Ф существует обратный оператор
V'1 такой, что(?7""1^= ev Ф^е^ = ег, ..., Ъ^е'п =* еп. По

условию,

зфе\ = а'це[ + а<цв% + ... + a'nien.

Применяя к обеим частям этого равенства оператор
Vr\ получим

У~\#в| = ацег + а2^2 + • • • + anien.

Подставляя в левую часть последнего равенства е\=*
—Ъе^ будем иметь

V^stVei = ацех + a2ie2 + • • • + ат*п, (4)

т. е. матрицей оператора V~lsfV в базисе еи е2, .«., еп
является матрица А{. Но, с другой стороны, матрица
этого оператора равна произведению матриц операто*
ров V"1, «я£ и & в базисе еи е2,..., еп, т. е.

Ах = С-1АС. (б)

Отсюда, в частности, следует, что определитель матрицы
линейного оператора не зависит от базиса:

ИИ - |с-мс| - |с-ч |Л| \с\ - |С|-»|Л| |С| - \а\
(см. следствие на стр. 106).

Пример. В базисе еи е2 преобразование s& имеет матрицу А »

■•|а~1г Написать матрицу этрго преобразования в базисе

•i^ +V 4-&J + 3V

, Решение. Матрица перехода здесь С«= g 3 ' а °бРатная

к ней матрица С
х ■*! 2 —IJ*

СлеД°вательио»

Формулу (5) можно получить еще и следующим образом. Как
показано в § 3, имеем

Дет === {«'•Лной И *
ст

=г ^**нов»

* СТ
=== *»<Лст И 'BOB ==B "l^HOBt
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Следовательно, CYHOb = Уст = АХС7 = АСХН0В> откуда УНов =
« С~1АСХпов. Но Унов = ЛДнов, и значит, Ах = С~1АС. (Легко
видеть, что из матричного равенства ВХ = В{Х, справедливого при
всех X — если В и Вг одного строения, вытекает, что В = В\.)

§ 5. Ранг и дефект линейного оператора

Определение 2. Пусть si — линейный оператор,
действующий в пространстве R. Совокупность s£R все-

возможных векторов вида зФх, где x&R> называется
об ласт ью значений оператора зФ> или образом
пространства R при преобразовании $&, а

множество N всевозможных векторов х, для которых зФх = О,
— ядром оператора зФ.

Покажем, что область значений и ядро линейного
оператора s& являются подпространствами в R.

Действительно, для области значений это вытекает

из теоремы 1, если рассматриваемое в ней

подпространство Ri совпадает со всем пространством R.
С другой стороны, если х, y&N, т. е. если s4>x = О

и $£у =* О, то и зФ {х + у) — зФх + зФу = 0 и^ (ах) =
= азФх = 0, т. е. x + y^N и ахеЛ/, и значит, N —

подпространство.
Размерность области значений оператора бФ

совпадает с рангом матрицы А (и называется рангом

оператора st>). Действительно, подпространство s&R
порождается векторами

«s*ei, &е2, ..., зФепу (6)

где ей е2у »••» £п — любой базис пространства /?, и

значит, размерность s£R равна максимальному числу
линейно независимых векторов в системе (6), т. е. равна
максимальному числу линейно независимых столбцов
матрицы А. +

-

Размерность ядра N называется дефектом линей-
него оператора s&. ,

Теорема 4. Сумма ранга и дефекта линейного

оператора равна размерности п пространства.
Доказательство. Если ранг линейного

оператора зФ равен г, то среди векторов зФеи зФе2у ..., зФеп
найдется г линейно независимых, через которые
линейно выражаются все остальные. Пусть, для

определенности, это будут зФеи зФе2, ..., зФет.,
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Обозначим через L подпространство, порожденное
в R векторами еь е2у ..., егу и покажем, что (г-мерное)
подпространство L и ядро N пересекаются только по

нулевому вектору. Действительно, если х е L П N, то

xsl, т. е. х = oc^i + «2^2 + • . + а^г, и ^eJV, т, е,

six = ы\Же\ + a2sie2 + • • • + a>rS&er = 0. Но так как век*

торы sieu sti-e2, ..., sier линейно независимы, то «i =»

= о&2 =... = аг == 0 и х = 0.
Покажем теперь, что подпространства L и N

порождают все R (т. е. что их сумма совпадает с R). Пусть
х — произвольный вектор из R. Тогда six^siR и,
следовательно, six =a pi^ei + p2«^2 + ... +$rs4-er. Вектор
У = Pi*i + р2^2 + ... + $гвг принадлежит, очевидно, L,
а разность z = x — y^Ny так как «я£,г = .я£(* — у) =»

= six— siy=0. Мы нашли, что *=j/ + z, где y&L,
a zeN.

Таким образом, пространство R равно прямой
сумме подпространств L и N, a значит, его

размерность п равна сумме размерностей этих подпространств.
В дальнейшем нам понадобится еще такое

Определение 2'. Пусть si — линейный оператор,
отображающий пространство R\ в пространство R2
(вообще говоря, другой размерности). Тогда множество

siR\ £ /?2 всех векторов у из R2 вида у = six, где х е

gRu называется областью значений оператора
si {или образом пространства R при отображё*
нии si), а множество N^R\ всех векторов х из R{
таких, что six = 0,— его ядром.

Нетрудно видеть, что область значений оператора si

является подпространством в R2y а его ядро —

подпространством в Ri (докажите это).

§ 6. Невырожденный линейный оператор

Линейный оператор si мы -назвали

невырожденным, если из равенства six*=*0 вытекает, что х*=*'0

(§ 1). Далее, в § 1 было показано, что матрица
невырожденного линейного оператора в любом базисе имеет

отличный от нуля определитель, а в § 2,— что для
всякого невырожденного линейного оператора si существует

обратный линейный оператор si'"1. Наоборот, если для
линейного оператора si существует обратный оператор
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зФ~х, то этот оператор — невырожденный, так как из

равенства s&x=&, применяя jl обеим его частям оператор

s£~x, получаем зФ"~х{зФх) = s£~l0 = 0; но $4>~х(зФх) —
= (st>~xst)x =? <gx = х, и значит, х = 0.

Раяг невырожденного линейного оператора в

пространстве Rn = /? pa/зея п, так как определитель его

матрицы отличен от нуля; дефект невырожденного
линейного оператора равен нулю. Обратно, всякий линейный

оператор ранга п будет, очевидно, невырожденным.
Область значений'невырожденного линейного оператора п-

мерна и, значит, совпадает со всем R: невырожденный
линейный оператор отображает R на все R. Ядро
невырожденного линейного оператора состоит лишь из

нулевого вектора. Невырожденный линейный оператор
взаимно однозначно отображает пространство R на себя, так

как из равенства s£x = sty вытекает, что s&(x — у) = 0

и, значит, х — у = 0, т. е. х =*= у.
Под действием невырожденного линейного оператора

линейно независимые векторы переходят в линейно
независимые. Действительно, если векторы еь £г, ..., ek
линейно независимы и

а\$£е\ + а2Ме2 + ... + ahs£ek =

= st (ai£?i + a2e2+ ,.. akek) = 0,
то

ai*i + «2^2 + ... + aheh = 0 и ai = a2 = ... = ak = 0.

Следовательно, если s& — невырожденный линейный
оператор и подпространство Ri^R г-мерно, то и

подпространство s&R\ имеет ту же размерность г.

Покажем, что если Ж — линейный оператор ранга г,
а 3& — невырожденный линейный оператор, то оба

оператора s&9$ и $$1> будут ранга г.

Действительно, область значений (невырожденного)
линейного оператора 9Ь совпадает со всем пространством;

$R =з /?, и следовательно, область значений оператора
зФ& г-мерна, т. е. ранг оператора зФЗЬ равен г.

С другой стороны, область значений s£R оператора^
г-мерна, а так как оператор ^f-невырожденный, то он

переводит г-мерное подпространство s£R в г-мерное же

подпространство 9&s£R, и значит, область значений

оператора $$& тоже г-м^рна, т. е. ранг оператора ЗЬзФ

равен г.
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§ 7. Инвариантные подпространства

Пусть R\ — подпространство векторного пространства
/?.и si— действующий в R линейный оператор. Образ
six вектора х из /?ь вообще говоря, не обязан
принадлежать /?ь Особый интерес представляют такие

подпространства, векторы которых действием оператора si не

выводятся из этих подпространств.

Определение 3. Подпространство R\
пространства R называется .инвариантным относительно линейного

оператора si, если образ six каждого вектора х из R\
принадлежит Rx (иными словами, если siR\^R\).
Примеры. 1. Пусть ^ — поворот вокруг оси Oz

обычного трехмерного пространства. Инвариантными
подпространствами будут, например, плоскость хОу и ось Oz<

2. Если si— ортогональное проектирование того же

пространства R3 на плоскость хОу, то инвариантными
подпространствами будут: плоскость хОу, все плоскости,

проходящие через ось Oz, сама ось Oz и все прямые,
содержащиеся в плоскости хОу (и проходящие через
начало координат).

3. В пространстве Рп многочленов степени не выше

п подпространства Pk при всех &, 0 < k < я, инвариантны
относительно оператора дифференцирования.

4. В любом пространстве каждое подпространство
инвариантно относительно тождественного и нулевого
операторов.

5. В любом пространстве само пространство R и его

подпространство, состоящее из одного нулевого вектора,
инвариантны относительно любого линейного оператора.

Покажем, что пересечение и сумма подпространств,
инвариантных относительно линейного оператора si,
инвариантны относительно si.

Действительно, если подпространства Ri и R2
инвариантны относительно si и x^Rxf]R2l то x&Ri и

^е/?2» а значит, Ax^.Rx и Ax<=R2, т. е. Ax^Rx fl #2.
; С другой стороны, если *e/?i + /?2, то x = u + v9
где и е R\t 1; е R2. Но тогда siu e Ru Av^R2 и six =,

= siu + siv&Ri + R2.
Теорема 5. Если si — невырожденный линейный

оператор и R\ —подпространство, инвариантное
относительно si, то R\ инвариантно и относительно si'1.
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Доказательство. Пусть еи e2i ..., ет — базис под-»

пространства R\. Тогда векторы ste\, зФе2, ..., $4>ег, тоже

принадлежащие R\ (ввиду инвариантности R\), линейно
независимы (см. § 6), и значит, они тоже образуют
базис /?ь т. е. произвольный вектор x^R{ представляется
в виде

х = aistei + a2s4-e2 + ... +ars4>er.

Но тогда и

&~1х = а\в\ + а2е2 +'... + аге,

принадлежит Rx.
Сделаем еще одно, полезное для дальнейшего

Замечание. Пусть s& — произвольный линейный
оператор, действующий в м-мерном пространстве R;

предположим, что R распадается в прямую сумму
R =s Ri®R2 своих подпространств Rx и R2,
инвариантных относительно st>; ей £2, ..., ег — базис R\ и ег+\,

er+2i .-.., еп
— базис R2. Ввиду инвариантности подпрост-

ранств Ri и R2i имеют место равенства

stei — йце\ + a2ie2 -}-...+ arier при i — 1, 2, ..., г

и

$t>eh = ar+it her+{ + аг+2, /А+2Ч- •. • +anhen

при k = r+ l,> + 2, ..., n

(так как ie<G^ при i = 1, 2, ..., г и stek&R2 при
& = г+1, г+ 2, ..., /г). Тогда матрица оператора з4> в

базисе еь £2, .... £п всего пространства имеет вид

Гаи
Д21

вп
0

0

"if

Д22'

аг2 '

0 .

0 .

. . йЛ

'• Чг

..агг

.. 0

..0

0

0*

0

аг

ап

fl,r+l

,г+1

0

о
,

0

ar+l,r+2 *

ап,г+2

..0

..0

..0

" йг+1,1

Можно сказать, что матрица А «распадается на клетки»:

где А[ — матрица оператора s4> в подпространстве Ru
А2 — матрица оператора $t> в подпространстве R2f а пря-
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моугольные матрицы в левом нижнем и правом верхнем

углах матрицы А состоят из одних нулей.
Таким'образом, зная матрицы Ах и Л2 оператора $$>

в подпространствах R\ и R2, мы можем составить из них

матрицу оператора Ж во всем пространстве R.

Верно и обратное утверждение: если матрица
оператора $1- в некотором базисе имеет «клеточный» вид (7),
то пространство R очевидным образом распадается в

прямую сумму инвариантных относительно s4>

подпространств /?i и /?2.

§ 8. Собственные векторы и собственные значения

линейного оператора

В предыдущем параграфе мы познакомились с

определением подпространства^ инвариантного относительно

данного линейного оператора. При этом особый интерес
представляют одномерные инвариантные
подпространства. Пусть R\ — такое подпространство и x^R\
(где хфО)\ тогда Ле^ь и значит, stx = XoX, где

ho — число. Если у— любой другой вектор из R\K
то у

= ах и

sty = $£{ах) = а$Фх = a(h0x) = Х0(ах) = ЯоУ-

Определение 4. Вектор х¥=0 называется

собственным, вектором линейного оператора s&, если найдется
такое число i0, что зФх = \0х\ это К0 называется соот-

вествующим вектору х собственным значением

оператора $1 (матрицы А).
Как мы только что видели, если R\ —одномерное

инвариантное относительно оператора $(> подпространство
/?, то каждый ненулевой вектор из R\ является

собственным вектором оператора s4> и притом с одним и тем же

собственным значением. Обратно, если х — собственный

вектор оператора зФ, то порожденное им одномерное

подпространство /?i (состоящее из всех векторов вида ах)
будет, очевидно, инвариантным относительно $Ф.

Как'найти собственные значения и собственные

векторы линейного оператора? Предположим, что х —

собственный вектор, а %0 — соответствующее ему
собственное значение линейного оператора «я£. Тогда $fx = hQxt
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Выберем в пространстве R какой-нибудь базис ей ^2,...
..., еп, и пусть х = ххех + х2е2+ ... + хпеп, а матрица

оператора si- в этом базисе A=[aih]. Тогда (см. § 1)
s^x = (апхх + а12х2 + ... + а\пхп)ех +

+ {d2\Xi + а22х2 + ... +а2пхп) е2 +...

... + (an\Xi + ап2х2 +... + йппХп) еп =

= M*i*i + х2е2 + ... + хпеп),

откуда, ввиду единственности разложения вектора six

по базису ей ^ъ ..., ел,

((ап
— К) xi + ai2*2 + • • • + 0m*n = 0, .

I а21хг + (а22 — К) х2 + • • • + а2п*п — 0» /gx

Для существования ненулевого решения этой
(однородной) системы необходимо и достаточно, чтобы ее

определитель был равен нулю:

\ап~
«21 •

ki

\> а-л

а22-

Ч*

•

-V-

..

•а1п

•Sn

пп -к\
(теорема 10 из главы I). Левая часть последнего

равенства совпадает со значением при % = %0
определителя |Л'— %Е\ матрицы А—КЕу который является
многочленом относительно X степени п. Коэффициенты этого

многочлена <р(Я), называемого

характеристическим многочленом матрицы Л, принадлежат,
очевидно, основному полю F. Ниже (теорема .6) будет
показано, что многочлен ф(Х) на самом деле не

зависит от выбора базиса, и поэтому его можно

назГвать характеристическим многочленом опера-
тор a s£.
Мы доказали, что каждое собственное значение

линейного оператора s& является корнем его
характеристического многочлена. Обратно, каждый корень Ко

характеристического многочлена оператора зФ будет его

собственным значением — соответствующие Ко собственные
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векторы находятся из системы уравнений (8), которая
в этом случае обязательно имеет ненулевые решения,
так как ее определитель равен нулю.

Теорема 6. Характеристический многочлен

линейного оператора не зависит от выбора базиса.
- Доказательство. Пусть срДА,) = \А — ХЕ\ —
характеристический многочлен оператора $& в базисе

ей 02» •••» £п- Предположим, что новый базис ,еи е'2, .. .\еп
получается из старого с помощью матрицы С. Тогда

характеристический многочлен оператора зФ в базисе

фе, (I) = \ГХАС - ХЕ\ = | С'1АС - С-гХЕС\ -
= | (Г1 (А - ХЕ) С | = | (Г11 \А - IE \ | С | =

~ | С Г1 \А — ХЕ11 С | = | А - IE | - Фв (X).
Пусть

<р(Ь) = (-1)ЧЛ+ (-l)-iair-i + ...+<xn
— характеристический многочлен оператора $Ф. Легко

видеть, что ах равно сумме flu + fl22 + .. +«пп
диагональных элементов матрицы А (эта сумма называется

следом матрицы А и обозначается символом tr A*)).
С другой стороны, ап = ф(0) есть определитель
матрицы Л; поэтому для того чтобы оператор бФ был

невырожденным, необходимо и достаточно, чтобы ф(0) было
отлично от нуля, т. е. чтобы оператор $& не имел

нулевых собственных значений (что, впрочем, ясно и

непосредственно) .

Для тождественного оператора все ненулевые
векторы пространства являются, .очевидно, собственными

(с собственным значением, равным единице).
Для нулевого оператора все ненулевые векторы

пространства являются собственными (с собственным
значением, равным нулю).

Найден собственные значения и собственные векторы
преобразования 1 аз § 1Г

Характеристический многочлен

Ф (л) = .

I sin ф cos ф
— К

= *,? — 2С05ф-Я+ 1.

*) От английского слова trace — след; иногда также употребляют
обозначение Sp А от немецкого слова Spur — след.
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Его корни ^i,2 = cos ф ± i sin ф комплексны. Значит, в вещественной

плоскости, и если ф не кратно я, это преобразование не имеет

собственных значений.

Если ф
= 2я&, преобразование является тождественным, и

каждый вектор плоскости — собственный (причем % ='1).
Если ф = (2k + 1)я, преобразование является центральной

симметрией, и каждый вектор плоскости будет собственным с

собственным значением, равным —1.

В комплексном случае система (8) приводится к уравнению

ix\ + Х2 =» 0 для собственного значения К\ =* cos ф + i sin ф и к

уравнению /jci — дг2 == 0 — для корня Я2 = cos ф
— / sin ф. Это дает

два линейно независимых собственных вектора (1, —-/) и (1, i).'
Рассмотрим еще один пример.

Пример. Найти собственные значения и собственные векторы

линейного преобразования $$> с матрицей

-В 4
Решение. Характеристический многочлен преобразования зФ\

1—К 2
Ф,(« =

■м
= А,2_5Х — 6.

Его корни Xi = 6, Л,2 == —1. Собственные векторы находятся из двух
систем уравнений:

Ц + (4 - Xt) x2 = О,

/ *=» 1, 2, каждая из которых, поскольку ее определитель равен нулю,
сводится к одному уравнению. ,

При X ==» 6 это — уравнение 5#i — 2лг2 = 0, из которого находим:

х{: х2 = 2: 5, и в качестве собственного вектора, соответствующего
X = 6, можно взять 01 = (2, 5) (или любой вектор, кратный ах). При
% а — 1 имеем уравнение хх + х2 = 0, из которого хх: х2 = —1, и

соответствующий собственный вектор д2 = (1, — 1) (или любой вектор,
кратный ему).

Особенно простой вид принимает матрица линейного

оператора, имеющего п линейно независимых

собственных векторов. В самом деле, пусть линейный оператор
зф имеет п линейно независимых собственных векторов
еи *?2> • •

•» еп с собственными значениями, соответственно

равными Яь А*, •••» ^»- Векторы еь £г> ..., еп примем за

базисные, тогда, ввиду равенств

^ei = Я»е< при i = 1, 2, ,.., п



§ 8] СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ И СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 123

матрица оператора зФ будет иметь вид

гхг о ... о "1

Ю о ...кп]

(такая матрица называется диагональной). Верно
и обратное: если матрица А оператора s4> в некотором
базисе является диагональной, то все векторы этого
базиса являются собственными векторами оператора s&.

Однако далеко не каждый линейный оператор в

я-мерном векторном пространстве имеет n-линейно
независимых собственных векторов. Один из случаев,
когда можно утверждать, что базис из собственных

векторов, («собственный базис») существует,
подсказывается следующей теоремой:

Теорема 7. Собственные векторы линейного

оператора, отвечающие попарно различным собственным

значениям, линейно независимы.

Доказательство проведем индукцией по числу
рассматриваемых собственных векторов. Для одного
вектора, х это ясно, так как, по определению
собственного вектора, он отличен от нуля (и значит, из

равенства ах = 0 вытекает, что'а=0).

Пусть наше утверждение справедливо для k—1

векторов Х\9 х2у..., xft-i, и предположим, что k собственных

векторов

отвечающих попарно различным собственным значениям

Ки %2 К, линейно зависимы:

оы*! + с*2*2 + ... + ahxk = 0. (9)

Применяя к обеим частям этого равенства оператор «я£,

получим
а\^хх тЬ а2зФх2 + ...,+ <*hS&Xh = 0,

или

ociMi + агЯгХг'+'... '+а*А*** = 0. (10)

С другой стороны, умножая равенство (9) на Xhi будем
иметь

ai^**i -f 0^**2 -h ■ ■ •.+ ahKxh ~ 0, (11)
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Вычитая равенство (И) из равенства (10), получим

OCi (%l — Kk) X\ + а2 (%2 — К) %2 + • • •

*,. !+aA-i (Я*-1 —- %h) #a-i = 0,

а так как, по условию, все Я< различны и в силу пред-
положения индукции векторы хи х2у ..., xh-x линейно

независимы, то ai = а2 — ...
= aA-i = 0, а тогда из

равенства (9) имеем ahxh = 0 и аА
= 0. Теорема

доказана.

Таким образом, если линейный оператор $$> имеетп

попарно различных собственных значений, то

отвечающие им собственные векторы линейно независимы, и

матрица этого оператора в соответствующем базисе имеет

диагональный вид.

Поскольку многочлен с вещественными

коэффициентами не обязательно имеет хотя бы один вещественный

корень, то в вещественном пространстве не для всякого

линейного оператора найдется хотя бы одно
одномерное инвариантное подпространство. Однако имеет место

следующая
Теорема 8. Для всякого линейного оператора,

действующего в вещественном пространстве размерности
/г>2, существует одномерное или двумерное
инвариантное подпространство.
Доказательство. Если характеристический

многочлен оператора s& имеет хотя бы один вещественный

корень, то этот оператор имеет собственный вектор, и

значит, в R существует одномерное инвариантное относи*

тельно s4> подпространство.
Если характеристический многочлен не имеет

вещественных корней, мы сошлемся на так называемую
основную теорему алгебры комплексных
чисел:

Каждый многочлен с комплексными (в частности,
с вещественными) коэффициентами имеет хотя бы
один (комплексный) корень.

В силу этой теоремы (которую мы здесь не

доказываем) характеристический многочлен, не имеющий

вещественного корня, будет иметь хотя бы один

комплексный корень Я = a + ф, где § ф_ 0.
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Решая для этого К систему уравнений (8), мы
найдем соответртвующие (комплексные) решения:

1 = хх + iyu z2 = x2+ iy2, ..., zn = xn + iyn, и зна-

ит, будут справедливы равенства

(«и (Ч + tyi) + «12 (Ч + iy2) + ... + агп (хп + iyn) -»

«2i (Ч + iyx) + а22 (х2 + 1у2) + ... + а;п (хп +' i'yn) =

==(а + Ф)(*2 + и/2),
*•• • •••»»»'

«ш (*i + tyi) -Ь ап2 {Ч + iy*) + • • • + апп (хп +■ £*/„) =

= (а + Ф) (*п + (Уп)-

Приравнивая действительные и мнимые части, полу*
чим две системы равенств:

(«п*1 + «12 Ч + • • • + а1пхп ш ах± — $уи
««Л + «22 Ч + • • • + «гЛ « «*2 — Р#2,

1 «ni*i + «п2 Ч + • • • + «пЛ = «*п - &/„

«ll#i + «12#2 + • • • + СЦпУп = «Г/! + р*ь

«21#1 + «22#2 + . . . + «2п</п = «f/2 + Р*2,

(12)

(13)

I «tiiI/i + «*2#2 + .. - + «Tinl/n = ar/n + $хп.

Рассмбтрим два (вещественных) вектора

и == ххе\ + х2ё2 + ... + хпеп
И

о = У\ех + у2е2 + ... + упеп.
Равенства (12) показывают, что stu = <xu — $v, а

равенства (13)—что s£v = av-\-$u. Но тогда

подпространство 7?ь порожденное векторами и и v, инвариантно
относительно s&, так как если #ei?i, т. е. x=*lu + v\vt
то и

Six =в \s£u -f- т^у = % (a,u — (}y) + ti (av '+ 0w) =
= (а,Ъ + $г\)и+(ач — №)v

принадлежит R{. Это подпространство двумерно, так

как если бы векторы и и v были линейно зависимыми:
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v =* уи, то мы имели бы

зФи = аи — $v = (а — Р'у) и,

и вектор и был бы собственным вектором оператора зФ

с вещественным собственным значением а — {ty.

§ 9. Спектр линейного оператора

Из сформулированной в предыдущем параграфе
«основной теоремы алгебры» непосредственно следует,
что в комплексном векторном пространстве R каждый
линейный оператор s4< имеет хотя бы один собственный

вектор и, значит, в R существует одномерное
инвариантное относительно $& подпространство.

Далее, из этой основной теоремы вытекает, что

многочлен п-й степени (с комплексными коэффициентами)
имеет в точности п (комплексных) корней, среди
которых, впрочем, могут быть и равные. Действительно,
пусть f(t)—многочлен степени п и t\—его корень;
тогда f(t) делится на t — tu т. е. f(t) = (t—ti)fi(t), где

fi(t)—многочлен (п— 1)-й степени, тоже с

комплексными коэффициентами. Но /> (/) тоже имеет хотя бы

один корень t2, и тогда fx (t) = (/ — t2)f2(t), откуда f{t) =
=■ (t —1\) (t — ^)Ы0> и т- Д- Через п шагов мы получим
равенство

/(/) = (/-/i)(/-/a)---(/-*.)*, (И)

где tu t2, ..., /п —корни многочлена /(/), а с — число.

-Если множитель t — t„ входит в разложение (14) k раз,
то соответствующий корень tm называется корнем

кратности k, или k-кратным корнем.
Покажем теперь, что многочлен f(t) не может иметь

корней, отличных от /ь t2i •.
•> tn, в частности, он не

может иметь более чем п корней. Действительно, если f0 —

корень многочлена /(/), то

/(*о) - (to - hUto -h)... (t0 -tn)c = 0,

и значит, одна из разностей ?0 — *ш = 0, откуда t0 = tm
где m«= 1, 2, ... или п.

f . Пусть теперь ф(Я) — характеристический многочлен

Линейного оператора ${> и %и ta, ...» ta — все его корни

(собственные значения оператора s£)t причем каждый
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из них взят столько раз, какова его кратность. Мы

видели выше (см. стр. 121), что

Ф(Я) = (-1)п[Г-(а11 + а22 + .,.апп)Г-1 + ...]. (15)

С другой стороны,

f(i)=-(—1)»(X —Xi)(X —Х2)...(Х —X.) —
-(-l)"[X*-(Xi + X2 + « + ЬпНп-1+\..].

Следовательно, сумма всех собственных значений %\ +
l+ ta +.••• + ^» оператора зФ равна следу

ли + ^22 +•.. + ann = tr Л

его матрицы. Но так как след tr -Д — это один из,

коэффициентов характеристического многочлена (см. стр. 121),
то он не зависит от базиса и поэтому может быть

назван следом самого оператора зФ.

Легко видеть, что для любых двух линейных

операторов Ж и 9Ь

tr(^+^)=tr^ + tr^.

Покажем еще, что

tr(rf#)=.tr(&s*).

Действительно, если A =[att], В =[blk], то

п п п

tr (а&) = 2 aiAi + 2 02А2 + ... + 2 an/An =-"
*=1 *=1 *=1

п / п \ п I п \

= 2 2*1*6* =2 2(Mi*) -

/=i \*=i / *=i \1=1 /
п п п

= 2 Ьца1г + 2 b2m2 + ... + 2 bniain = tr (ВЛ).
i=i i=i i=i

Из доказанного равенства, в частности, вытекает, .что
для любых s&, 3} (где $ — невырожденный оператор)
имеем

Чг(Я"! • sl&) = tr(j*# • ДМ) = tr(jtf • ЯЙМ) = trrf.

Отметим еще несколько свойств собственных

значений.

Пусть ^ — линейный оператор, %\ — его собственное
значение и * —соответствующий собственный вектор,
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Тогда зФх = Хх. Применяя к обеим частям этого

равенства оператор s&, получим st(stx) — $$>(Хх), или к>2х =
вя ХзФх = X2xt т. е. X2 — собственное значение

оператора $Р для того же собственного вектора х. Аналогично

показывается, что при любом натуральном k число Хк
есть собственное значение оператора s&k, и для любого
многочлена f(t) число f{X)—собственное значение

оператора f(s&), отвечающее тому же собственному
вектору х. Можно доказать и такую более общую теорему:
если Хи Яг, ..

.„ Хп — все собственные значения

оператора st> взятые с учетом их кратностей, и

f(t)—произвольный многочлен, то f(X\), /(^2), ..•, 1(Хп)—это все

собственные значения оператора f(s&), причем f(Xi)
взято столько раз, какова кратность Xi.

Далее, если оператор з4> — невырожденный, то,
применяя к обеим частям равенства s4>x = Хх оператор j^*1,

получим sl~l (stx) — st~l (Хх), или х = Xs&-lx, откуда
зФ~хх = Х"хх, т. е. X"1 является собственным значением

оператора зФ"х с тем же собственным вектором х (Х¥*0%
так как оператор бФ— невырожденный). Мы видим, что

действиям над линейными операторами отвечают

соответствующие действия над их собственными значениями.

Поэтому набор этих чисел — собственных значений

оператора s& в каком-то смысле определяет этот оператор.
Множество всех собственных значений линейного

оператора зф называется его спектром.

§ 10. Жорданова нормальная форма

Этот параграф, несколько более трудный, чем остальные,

дальше не используется и при .первом чтении может быть пропущен.

Пусть зФ — линейный оператор, действующий в

векторном пространстве R размерности п. Как было

показано в § 8, если в R найдется п линейно независимых

собственных векторов оператора ^ то в базисе,
состоящем из этих векторов, матрица оператора s&

приводится к наиболее простому
—

диагональному виду

ГХг О 0 1

[6 "6 ■.:.:.:. яJ
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где Xf9 %1> •••» К—собственные значения Л. Так будет,
в частности, в том случае, если характеристический
многочлен оператора Л имеет п попарно различных

корней (см. стр. 123); так будет, как мы увидим
ниже, и в случае любого так называемого

самосопряженного оператора (как в комплексном, так

и в вещественном евклидовом пространстве; см. главу V,

стр. 170), и в случае любого унитарного

оператора в комплексном евклидовом векторном
пространстве (стр. 182).

Однако, как уже тоже было сказано выше (§ 8),
к такому простому, диагональному виду приводится

матрица далеко не всякого линейного оператора. Рассмот
12 1

рйм, например, линейный оператор с матрицей Л = L 2
в некотором базисе ei9 e2\ характеристический многочлен

его ф(Х) = (2—X)2 имеет два одинаковых корня Х£ =
= Х2=*2. Собственные векторы этого оператора
определяются уравнением 0^+1^2 = 0 (где #, и

х2—координаты- вектора), или #2 = 0—это только векторы, кол-

линеарные ег (ср. стр. 338). Поэтому не

существует базиса, образованного собственными векторами
оператора Л, и, значит, его матрица ни в каком базисе не

приводится к диагональному виду.

Поэтому возникает вопрос о каком-то другом,
достаточно простом виде, к которому можно привести
матрицу всякого линейного оператора. В комплексном

пространстве таким «простейшим», каноническим видом

принято считать так называемую жорданову
форму матрицы.

Определение 5. Жордановой клеткой
называется квадратная матрица вида

"Л 1 0 0
0 Хо 1 0
0 0 0/JL =

L0 0 0 К

(16)

rv0-

в 'которой на главной диагонали стоит одно и то же

число Я0, над главной диагональю—всюду число 1, а все

остальные элементы матрицы—нулевые.
Порядок жордановой клетки может быть каким

угодно. В частности, он может быть равен и 1; в этом слу-
5 Л. И.. Головина
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чае клетка имеет простейший вид: /ха = [Х01- Легко

видеть, что характеристический многочлен оператора 2f\„
матрицей которого служит жорданова клетка (16)
порядка /г, равен (Я0 —Я)п; он имеет одно собственное
значение Ко кратности я, и все его собственные векторы
коллинеарны в\. Матрица оператора J%9 при м>1
ни в каком базисе не приводится к диагональному виду
(ср. с примером на стр. 129).
Определение 6. Ж орд а но вой матрицей

называется матрица вида

1 =

ГЧ
'

|'х.

1

"1

А8 J

где /Xft(&= 1, 2, ..., s) —жордановы клетки (вообще
говоря, разных порядков), а, все остальные клетки этой

матрицы — нулевые (т. е. состоят из одних нулей).
Легко видеть, что числа Хь ta, .

•., ^« являются

собственными значениями оператора 2f с

матрицей /. Конечно, эти значения не обязательно должны
быть разными, некоторые из них могут и совпадать.

Рассмотрим пример жордановой матрицы пятого

порядка:

/ =

Эта матрица состоит из двух жордановых клеток —

третьего и второго порядков. Числа аир являются

собственными значениями оператора 2f,
характеристический многочлен" которого равен (а-—Х)3(р— X)2. Если

^ь ^2, £з, ^4, еъ — базис, соответствующий матрице /, то

имеем, очевидно,

$1е\ = а£ь «я^2 = а£2 + еь «я^з — аез + ^2»

sfeK = $ei} зФеъ = §еъ ,4: eAt

"а

0

0
0

.0

1
а

0

0

0

0

1

а

0

0

0

0

0

р
0

<г

0

0

1

Р-
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Базисные векторы в\ и е4 являются собственными

векторами оператора 2/ с собственными значениями

№И р соответственно. Их м<5жно назвать векторами
нулевого слоя. Векторы е2 и е5 являются

«собственными с точностью до векторов нулевого слоя» в\ и е*.
Это значит, что, скажем, зФе2 отличается от ае2 лишь на

вектор 'ей при пренебрежении которым вектор е2 можно

считать собственным. Эти векторы е2 и е*> можно назвать

прэтому векторами первого слоя. Аналогично,
вектор вг является «собственным с точностью до вектора

eg», т. е. с точностью до вектора первого слоя. Можно

сказать поэтому, что это — вектор второго слоя.

Нашей ближайшей целью будет доказательство

следующей важной теоремы.
Теорема 9. Матрицу всякого линейного

оператора, действующего в комплексном векторном

пространстве, можно привести к жордановой форме.
Это значит, что базис векторного пространства, в

котором действует рассматриваемый оператор, можно

выбрать так, что матрица оператора в этом базисе будет
жордановой матрицей.

Для доказательства теоремы 9 нам понадобится
следующая
Д е м м а. Пусть 3$ — линейный оператор,

действующий в векторном пространстве R размерности п, N—

его ядро и &R— область значений (см. § 5).
Обозначим через М пересечение этих подпространств, т. е. пусть

М = N С) 3SR. Выберем в М базис х\, х2, ..., хт,

дополним его до базиса хи х2, .., хт, хт+и ...» хк ядра N,
с одной стороны, и до базиса хх; х2, ..., xm, xm+i, - •

•, хг

подпространства &R — с другой. Пусть далее уи у2, .. #

.тС> ут — прообразы векторов хи х2, ..
„ хт и zm+u

Zm+2, ..., zr — прообразы векторов x'm+1, л4+г, • • •, х'г при
преобразовании 3$. (Это значит, что <%у{ = х{ при

£= 1,2 /п и &Zi = x'i при I = m +1, m -f- 2, , e., r,

^тематически это можно изобразить так:'

/xm+1, л:т+2, .. .,** базис Л^,
ЛЬ *2» • • •

> Хтк

if I x'm+i, Хт+2 х'г баЗИС 03R*)
УиУг% чцУ™ \ \ t

гт+1, 2т+г, • • •
t zr

5*
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Тогда векторы

xlt х2, •••» хт, хт+\> •
••> xk^ уи Уд, ..., утУ zm+1> zm+2t ..., zr (1 /)

образуют базис пространства R.

Доказательство. Число векторов системы (17)
равно & + г; при этом размерность г подпространства
9BR равна рангу матрицы В (см. § 5), а размерность k

ядра N (дефект оператора 3S) равна п— г (теорема 4).
Значит, число k + r векторов системы (17) равно
размерности п пространства R, — и нам остается доказать,

что эти векторы линейно независимы.

Предположим, что они линейно зависимы, т. е. что имеет место

равенство

аххх + а2х2 + ...+ &kxk + р^! + ."..

..-+P.y. + P. + i«.+i+..-+Mr = 0. (18)

Применим к обеим частям этого равенства оператор $:

ах33хх + а2!Вх2 + ... + 0Lk33xk +

Но так как 3Bxt = 0 при /=1, 2 k, ^y{ = xt при
t = l, 2, ..., т и ZBzi^x't при t=/n+"l, ..., г, мы

имеем

Рл+...+Рл+pOT+i^;+i+... + рг*;=о.

Однако векторы х1У х2, ..., хт, х'т+1 х'г образуют
базис 9BR и, значит, линейно независимы, т. е. р/ = 0при
х = 1, 2, ..., г. Поэтому из равенства (18) следует, что

аххх + а2х2 + ... +akxk = 0,

и ввиду линейной независимости векторов xlt x2 хк
также иа( = 0 при t=l, 2 k.

Так как векторы системы (17) линейно независимы,
а число их равно размерности пространства Rf то они

образуют базисе.
Теперь мы можем перейти к доказательству

теоремы 9. Доказательство это мы разобьем на

несколько шагов.

I. Сначала мы рассмотрим частный случай,
когда линейный оператор Л} представляемый в некото-
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ром базисе матрицей A =[aift], имеет только одно

собственное значение а, т. е. когда его характеристический
многочлен имеет вид (а — \)п.

1. Введем некоторые обозначения.

Пусть х — собственный вектор оператора $£>, тогда
six = ах, или {зФ — а<£)х = 0. Обозначим оператор
Ж — аЖ через sta- Тогда ^ал: = {$& — а<^)л: = 0. Таким

образом, оператор ^а переводит в нуль, «аннулирует»
каждый собственный вектор (и, не считая нуля,—
только собственные векторы) оператора зФ. Обозначим через
Nx ядро оператора s4>a — оно состоит из всех собст-

эенных векторов оператора s& с добавлением нуля.
Далее, обозначим R\ область значений s£aR

оператора sta- Подпространство R\ инвариантно
относительно $Ф, так как MR\ = s^(^R) =j£a(*s&R) s
&s£aR = R{ (легко видеть, что ststa = s£as&).

Так как R — векторное пространство над полем

комплексных чисел, то в (инвариантном)
подпространстве R\ (если /?i ф 0) найдется собственный вектор

оператора зФ. Этот вектор, поскольку все собственные
значения оператора s£ равны а, аннулируется
оператором $4>а — и значит, он принадлежит ядру N2

оператора s4>ai рассматриваемого в Rx. Но если ядро N2

оператора s£a в R\ имеет ненулевую размерность, то его

область значений R2 = s£aR\ = s&l,R имеет размерность,
меньшую размерности /?ь и значит, включение R2 =
=* ^a^ cz j^a/? = /?!— строгое.

Заметим, что N2 совпадает с пересечением N\ f| #ь
ибо Л/2 состоит из всех тех и только тех векторов

подпространства Ru которые аннулируются оператором $£а\
но из тех же векторов состоит и пересечение. N\ fl R\-

Продолжим это построение. Если подпространства
Rp и NPt где р = 1, 2 уже определены, обозначим

через Np+l ядро и через Rp+X область значений

оператора s£a в подпространстве Rp. Если Rp Ф 0, то

ядро Np+l имеет ненулевую размерность (ибо наше

пространство—комплексное!), и значит, Rp+iCzRp.
Пересечение же Np П Rp = Np+\.

Так мы получим (строго) убывающую цепочку
подпространств

R=> Rx = &aR => /?, = ,#£/? -=>R*^s4>lR з...,
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которая, поскольку размерности этих подпространств

убывают, должна закончиться нулем. Пусть Rk+i =
= ^а+1/? = 0, но Rk = а1ЯФ 0.

Поскольку Rk+\ = 0, то ядро Nh+l оператора s^a в

Rk совпадает с Rk. Но из того, что Nh fl Rh = Nk+i =Rk)
вытекает, что Rh ^ Nk.

2. Теперь мы будем строить искомый базис
пространства R, начиная с базиса подпространства Rk, и,
переходя последовательно от Rh к /?A_i, от Rh-X к Rk-2, и т. д.,
постепенно дополним его до базиса всего

пространства R.

Итак, выберем в подпространстве Rh базис хи х2,'...
*.., xPl. Перейдем к подпространству Rk-u так как Rk £
s^, то мы можем дополнить базисхи х2} ...,лгР1
подпространства Rh до базиса хи х2 xPli xPl+1, ..., xPl

ядра Nh. Пусть ylt у2\ ..., yPl
— те векторы из /?л-ь

которые оператором $£а переводятся соответственно в

векторы'^, х% ..., хРх. ^Другими словами, у\ #Pl —это

прообразы векторов хи х2 xPx:s&ayi = *< при i =

= 1, 2, ,,., pi. Схематически:

XU Х2 XPi> XPi+ li • • •
» ХРж'

t t f
Уг Уг УРг

Как видно из леммы (стр. 131), векторы

хи x2t ..., хРх, ^pt+i xPtt ylf y2t ..., yPi

образуют базис подпространства Rk-\ (размерность
которого, равна, следовательно, р\ + р2).

Перейдем далее к подпространству Rk~2. В
пересечении Nh Л Nk^\ fl Rk-\ уже построен базис а:!, хъ . .млсР1,

xPi+lt ...9хРш. Дополним эту систему векторов до базиса

XU Х2 ХРц XPi+l XPt, XPi+lt • • •
» ХРц

ядра Nh-i. С другой стороны, векторы

хъ х2г ..., xPl, хР1+и .. .х xPt> уъ уг> ..., yPi

образуют базис подпространства /?A-i. ПустьyPl+u •••

••1 Ур% —те векторы (из Rh-\), которые оператором s£a
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переводятся соответственно в векторы xPl+lt ...fxPi>
а гъ г2 zPt —векторы (из /?ft-2), которые
переводятся в векторы уи у2, ч-',Ург Схематически это можно

изобразить так:

/ХРг+х> •
••, хРз базис Nh-U

Xlt *2> • • М Хрц *Pi+l, • • •* Xp3>.

t f Уь ••••#* базис Я^.

f/pi+i» • • *,УРй Т t
г1г..., zPi

По;лемме векторы

xit x2f • •
•, xPlf xPi+it ..., xPii #p2+i, ..., xPit

образуют базис подпространства 7?ft_2- При этом

очевидно, что

^ах< = 0 при i= 1, 2, ..., рь Pi -+-1, —, /?2, Р2+ 1, ...,Рз;
«afe#< = *< при t==l,2,,.., ри р\ + 1, ..., р2;

Ж*Ъ—'У1 ПрИ 1= 1, 2, ,,., /7|.

Это построение мы продолжаем до тех пор, пока не

полулим базис всего пространства R. В нем все векторы
Xi будут векторами нулевого слоя ,(это — собственные

Ш^горы оператора s&), все у{
—

векторами первого слоя,
Zi~ векторами второго слоя, и т. д.

Для ясности рассмотрим подробнее» частный случай,
когда k = 3, pi = 2, /?2 = 2, р3 = 5, р4 =. 7. Здесь
базис пространства R мы получим в виде

Хи *2/ Хг, Хау хь, #6> #7, уи */2, */з, 1/4, г/5, *и z2> uu и2*

При этом $t>aXi = 0 при t = 1, 2, ..., 7; ^ау{ = х{ при

f» 1, 2, 3, 4, 5; si-aZi — yi при i= 1, 2; зФ«.щ — г{ при

•

г= 1, 2, или ^^ = aXi при t = 1, 2, ..., 7; ^уг- = ау{ +;
+ ** при / = 1, 2, 3, 4, 5, s&Zi = az{ + у{ при /= 1, 2;
зФщ?*=* ащ + Zi при I = 1, 2.

"

Расположим теперь эти базисные векторы в порядке

хи Уи ги щ, *г, j/2, г2| «2, *з, </з, xAt y4i х5) у5у х6; хь

Легко видеть, что в этом базисе матрица оператора s&
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приведется к жордановой форме:
а 1 0 0|
О а 1 Oi
О 0 а 11
О 0 0 а|

а 1 0 Oi
0 а 1 0
0 0 а 1
0 0 0а
»■■■»*> .»■■».■>»»

III!
\ : : :

! ill
■ • ! .." ...

а и i i j
0 а! I ! !

! а 1 i i !
j 0 а j ! i

1 |а И !
j |0 a) j
j I i а j

! Г Г
Все невыписанные элементы матрицы / равны нулю.

В общем случае доказательство завершается
аналогично.

Легко видеть, что в матрице / будет рх клеток

порядка k+ 1, p2
—

Pi клеток порядка &, рг
—

р2 клеток

порядка k — l, ... и, наконец, ph+\
— ph клеток

порядка 1. (Конечно, «не исключено, что для некоторых i

Pi+i = Ри и тогда клетки соответствующих порядков
будут отсутствовать.) Общее же число жордановых клеток

равно

Р\,+ (Р2 — Pi) + (Рз — Р2) + ... + (Л+1 — Рн) = ft+i,

а размерность п всего пространства R равна

(bti-l)pl + k(P2-Pl) + (k-l)(p*-P2) + ...

. . . +1 (рк+1 —Рь) = Р\+Р2 + ... +РМ.

Числа рь Р\'+Р2, Pi + P2 + Pz> ..., Р\ + Р2 + ... + ph —

это размерности подпространств Rh = s&aR, Rk-i =■

= s&a^R, • • •, Ri =* s&aR — они равны соответственно

рангам матриц ^а, .$£оГ\ .-м^а- Обозначив ранг

матрицы $£ц через и (и через г0 ранг единичной матрицы
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порядка пу т. е. полагая г0 = я), будем иметь

Р\
= rhy р\ + р2 = г*-ь

Pi + Р2 + РЪ = /*-2, .. м Pi + Й +'... + Р* — П,

откуда /?ft = г{ — г2, pk-i = r2 — г3, .,., р2 = /*-i —!
гА,

Pi = М= rfc
—

/"*+!» так как rk+i = 0). Ранги матриц

J^a, ^a"1, • •
•, ^a можно найти непосредственно, по ним

определяются числа ри р2, ..., pft,— а значит и вид

искомой жордановой матрицы /.

Прежде чем перейти к доказательству теоремы в общем случае,
рассмотрим пример. Пусть оператор бФ в некотором базисе е\, е^ е$
имеет матрицу

"2 1 -П

0 3 —1 |.
0 1

Его характеристический многочлен

12 —А, 1 —1

Ф(Х)-| 0 3-Х —1

, 0 1 1-Я
\

1

= (2-Ь)
•X -1

1-Х -(2-Ь)«.

Собственное значение здесь одно, равное 2, кратности 3. Матрица
оператора зФг = ^ — 2<§Г;

и,-

Ясно, что Л| = 0, и значит, здесь k = 1, r0 =» 3, п *= it r2 =* о.

Так как рх == ri =* 1 и р*
= г0

— ri == 2, жорданова форма нашей
матрицы будет содержать одну жорданову клетку порядка 2 и

одну-«порядка 1, т. е. это будет матрица

[0
0

0

1

1

1

—1

—1

—1|

Г2 1 01

0 2 0.

L0 0 2J
Далее, если нам надо найти и новый базис, заметим, что

.5*2*1 *=* 0, «^2 «=» (1, 1, 1), &&% ■■ (—1, —1, —1). Следовательно,
образ R\ » s4>2R пространства R — это одномерное подпространство

а{\> 1, 1). Ядро Ni оператора зФ% определяется уравнением \% —
— |$в»0 (здесь \ч и 6з — координаты соответствующего вектора).
Оно двумерно. Его базис образуют, например, векторы (1, 0, 0) и

(1, 1, 1). При этом RicNx.
В качестве «жорданова базиса» можно взять, следовательно,

векторы Х\ = (1, 1, 1), х2 — (1, 0, 0) (вектор х2 дополняет базис Ri
до базиса Ni) и у\

« (0, 1, 0) (у\ -* это прообраз вектора Х\ при
преобразовании &2)щ
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Для контроля проделаем следующую выкладку. В нашем случае

матрица С перехода от старого базиса еи е2, е% к новому хи Уи х%
такова:

Г1 0 11

= 110, и

\\ о oj4
значит, [Q0

П

О 1 -1

1 0 ^-lj
Вычислим произведение С"1АС:

[О
О ПГ2 1 — 11Г1 0 1]

0 1-10 3-1110

1 о -lJLo 1 1J L1 о оJ
оно равно

— найденной выше жордановой матрице.

П. Перейдем теперь к доказательству теоремы 9

вобщемслучае.
*

1. Пусть s& — произвольный линейный оператор,
действующий в пространстве R размерности п над полем

комплексных чисел, а
— одно из его собственных

значений и ей ег, •
•.» £*— базис ядра N\ оператора *я£а.

Дополним эту систему векторов до базиса

е\у e2t ..., eky eh+\ en (19)

всего пространства /?. В базисе (19) матрица оператора
зФ имеет вид

х 0 О ал

А =

"l.fc+i

Ofij2,ft+l "2П

0 aah,k+l
О О а

uk,n

A+l,ft-fcl ak+l,n

О О О а.п,Л+1

Характеристический многочлен cp(h) оператора si,
очевидно, таков:

Ф (Я) .-в (а - Xf
ак+1,к+1

"" ^
flft+l,ft+2 * • • ah+lyn

a*+2,ft+l ,ak+2,k+2
"" ^ • • • ah+2,n

n.A+1

= (а-Л)Аг|>(Я), где г|?(Х)

n.ft+2
* * * апп

afc+2,A+l :A+2,n

*n,ft+l АПП«Я
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Рассмотрим образ R\ = s£aR пространства R при
преобразовании зФ^ Так как ядро N\ оператора s£a в R
имеет размерность k, то размерность г подпространства
/?i равна я— k. За базис R\ можно принять любые г

линейно независимых образов элементов исходного

^Базиса е\, е2, ..., еп при отображении s£a, т. е. любые г ли«

нейно независимых векторов из si^u ^e2i ..., <&аеп

(см. стр. 114), или, что то же самое, любые г линейно
йезависимых столбцов матрицы s£a. Но матрица эта

имеет вид

"0 о а,

о о

4,h+l лт

а,
2,/i+l

0 а
■k,k+i

:А+1,М-1
"

ak+l,n

0 0 аn,k+i

Так как первые k столбцов этой матрицы — нулевые, то

гослеДние п — k = г столбцов ее линейно

независимы; следовательно, они и образуют искомый базис

R\. Обозначим векторы этого базиса через gk+\, gk+2i .. •

i -* gn (таким образом, gt = s&ae{ = auex + a2ie2 + .,.+!
-f a,-i, {e^i + {ан — а)е{ + ai+u ,e,+1 + .,. + anien при i =

.-A4rilft + 2l...ln).
Найдем матрицу оператора ^ в базисе gk+u gk+2i ,..

.*., gn пространства R\. Для этого надо найти образы
J&gi базисных векторов gt при действии оператора s£t
Но Щ{ = Ж №*.е{) = s£as&e{ = sta {auex + a2ie2 +..,
...+ OnA) = flu^a^i +' a2t^a^ + •. • + flW^A. А Тгак
как ^a^< = 0 при f== 1, 2, ..., k и зФ*е{ —gi при / =

*=ft+ 1, & + 2, •
••> я> то

- stgi = aki h < gk+l + ah+2t < gk+2 + ,.. + an\'gn,

^И значит, матрицей оператора зФ в

подпространстве R\ размерности r = n — k (в базисе

fe+ъ &+2,..», gn) является клетка

flfe+l,ft+l flA+l,&+2
aft+2,ft+l aft+2,fc+2

fl!
'ft+l,n

3ft+2,n

\-antk+l anth+2
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Как видно из п. 1, характеристический многочлен

г|)(Х) оператора зФ в R\ равен
ф(

; ., где ф(А,)—ха-
(<* — лг

рактеристический многочлен оператора зФ в /?. Он
может все еще иметь \орень, равный а, но кратность
этого корня будет на k единиц меньше, чем кратность
того же корня для оператора бФ в пространстве /?. В то

же время ясно, что при переходе к подпространству R\
все остальные собственные значения оператора ^ не

меняются и не изменяют Своих кратно*
ст е й.

Если оператор s& в R\ имеет собственное значение,

равное а, то точно так же, как выше, переходя к

подпространству R2 == 30-aR, мы можем еще понизить

кратность корня а, не меняя кратностей остальных

собственных значений. Продолжая это построение, мы придем,
в конце концов, к подпространству Rs = s^aR, в

котором оператор ^ совсем не имеет

собственных значений, равных а. В этом случае дефект
оператора зФ* в R, равен 0, и значит, ранг его равен
размерности этого подпространства, т. е. ,s#J?t =/?, —

оператор s&a, рассматриваемый в подпространстве /?„
является невырожденным. В этом случае ранг

матрицы s&o?1 совпадает с рангом матрицы s&a

(см. стр. 116).
2. Предположим, что оператор зФ имеет собственные

значения ai, аг, ..., olp с кратностями, соответственно

равными ku fa, ..
•> kp. Применяя надлежащее число раз

описанный в п. 1 прием, мы можем построить

подпространство

^Ж1,.. ^й:\^Йй • •. ■*%/? = я&

(где 3${ = S^a^a» . . . ^аГЛ^аИ! • • • ^«р)» в KOTOpOM

оператор $Ф совсем не имеет собственных

значений, равных аь (Х2, ..., а*-ь а*+ь ..., аР. В

подпространстве $iR у оператора зФ будет лишь одно

собственное значение, равное аи причем онобудеттойже
кратности ku что и у оператора зФ в

пространстве R. Конечно, подпространство $iR
инвариантно относительно s&, так как $t$iR = $iS$R s
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^ffift. Оно инвариантно также и относительно каждого

из операторов Л ah где /=1, 2, ..., р.
Размерность подпространства ffi{Ry как видно из

построения, равна кратности kt собственного значения а,.

В подпространстве 33{R каждый из операторов
v*<xii vLcx.2i • •

•» t^a*,» ^^fj.-!» • • • >*^а является н е в ы р о ж-

денным и, следовательно, оператор 93{ как

произведение невырожденных операторов тоже будет
невырожденным, т. е. ffiiiffiffl — ffitR при всех 1=1, 2, ..., р. В то

же время очевидно, что ffi{($}jR) = Q при 1Ф1.
3. Покажем, что если е{, е{у ..., е\ш—базис

подпространства $}{R, то k1-\-k2+... + kp^n векторов ej (где
i=l, 2, ..., р и для каждого i отвечающие ему /
пробегают значения 1,2 k{) образуют базис
пространства R. Так как число этих векторов равно
размерности /?, то нам достаточно доказать их линейную
независимость.

Предположим, что какая-то линейная комбинация

векторов е) обращается в нуль. Обозначая сумму всех тех
из этих векторов, которые принадлежат 33tR, через а{,
получим равенство

#1 + я2 + * • • + dp =» 0,

где, конечно, некоторые из слагаемых могут и обращаться
в нуль. Применим к обеим частям оператор 33& учитывая,
что ЗВ/гк = 0 при / Ф ky получим $Jy.ay = 0. Но так как

оператор 53fi действующий в подпространстве
33fR>—невырожденный., то Яу=<0. Таким образом, базисные

векторы всех инвариантных относительно Л подпространств
$$xRt S32R, ..., 3BPR линейно независимы, и значит, они

образуют базис всего пространства R. В этом базисе

матрица оператора Л разобьется на клетк'из

Аг\ |

I Ла1
1 |

i I

-

АР

А =
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где А5 — это матрица оператора «я^ в подпространстве
яд.

Так как оператор зФ в подпространстве ЯД имеет

лишь одно собственное значение ait то, как показано в

п. 1, соответствующим выбором базиса в ЯД клетку stj
можно привести к жордановой форме. Тем самым

приведется* к жордановой форме и матрица оператора s&
во всем пространстве R (см. замечание на стр. 118).

Рассмотрим пример. Пусть оператор бФ в некотором базисе
имеет матрицу

А =

-2 1

3 —1

2 1

-1 О

2'
— 2

-2

2.

Его характеристический многочлен

Ф(Я)_-

-Л

1

О

О

-2

2 — к

2

— 1

2

*~г 2

— 2

2-Я

=Я4 -6АЛт-13Я»~-Щ+4^

= (Я-1)2 (Л ~ 2)*.

Собственные значения Я*1 » 1 и Я* == 2, оба кратности 2. При этом

Ai = A-E =

— 1

1

0

0

~2

2

2

-Л

1

— 1

0

0

2"

— 2
— 2

1j

•

4-

-1 «2 1 2'

1 2—1 —2

2 -6* — 2 — 6

L— 1 —3 1 3J

Ранг матрицы А\ равен 2; значит, существуют два линейно
независимых собственных вектора, отвечающих собственному значению,

равному 1. Легко видеть, что здесь и ранг матрицы А\ равен 2.

Далее, имеем

А» = А - 2£ =

Г—2

1

0

L о

— 2

1

2

— 1

1
— 1
- 1

0

21
— 2

— 2
'

oJ
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2

1

2

1

2

-1

2
— 1

-1

1
— 1

1

— 2П

2
— 2

2-

Л3 —
, Л

2
—

~—2

1

[
~2

L 1

-2

1
— 2

1

1

-1

1

-1

2

— 2

2
— 2

4-

Ранг матрицы А* равен 3, значит, существует лишь одномерное
подпространство, отвечающее собственному значению, равному 2. Отсюда
уже ясно, что искомой жордановой формой матрицы А будет

"1 О О (Г

0 10 0

0 0 2 1

L0 0 0 2J

/==

Заметим, что ранги матриц А\ и А\ одинаковы и равны 2.



ГЛАВА IV

(ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО

§ 1. Скалярное произведение

Мы определили векторное пространство, в котором
можно складывать векторы и умножать их на числа,

вв^ели понятия размерности, базиса, линейного

оператора, а теперь в этом пространстве мы введем метрику,
т. е. способ измерять длины и углы. Метрику в

векторном пространстве удобнее всего ввести, используя
понятие с к а л я р н о го произведения.

В обычном трехмерном пространстве скалярным
произведением двух векторов называется произведение
их длин, умноженное на косинус угла между ними. Это

скалярное умножение коммутативно: (х, #) = (*/, х),
ассоциативно относительно умножения вектора на число:

(ах, у)=а(х, у) и дистрибутивно относительно

сложения векторов: (х + у, z) = (x, z)-\-(y, z)\ кроме того,

скалярный квадрат (х, х) любого ненуЛевого вектора х

положителен.

В случае /г-мерного векторного пространства у нас

нет понятия длины и угла, и мы введем скалярное
произведение аксиоматически. Его определение мы дадим

для случая, когда основное поле F есть поле

комплексных чисел. Читатель, собирающийся изучать
вещественное евклидово пространство, должен всюду, где

над числом а из поля F стоит черточка, просто ее

опустить: ведь в том случае, когда число а вещественно

(и, кстати сказать, только в этом случае) а=а.

Определение 1. Говорят, что в векторном

пространстве R задано скалярное произведение, если каждой
паре векторов х, у из R поставлено в соответствие число

(х, у) е F так, что выполнены следующие условия:
1. Для любых двух векторов х и у

(х, у) = (у, х).

[(В случае вещественного пространства (х} у) = (у, х).)Л
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2. Для каждого вектора х и любого «Gf

(ах, у) = а(ху у).
'

3. Для любых трех векторов ху уу z

(х + у, г) = (х, z) + (у, г).

(Эти условия называются аксиомами

скалярного умножения.) Пространство R называется в

этом случае пространством со скалярным произведением.
Из условия 1 непосредственно вытекает, что (xt x) =

(х, х), т. е. что скалярный квадрат любого вектора х

является вещественным числом.

Пространство со скалярным произведением,
удовлетворяющее кроме условий 1—-3 еще и условию

4. Для любого вектора х скалярный квадрат
(х, х)> О, и из равенства (ху х) = О вытекает, что х=0,
называется евклидовым векторным пространством*).

Из равенств 1—3 легко получаются следующие
соотношения:

2/ (ху ау) = (ау, х) = а(уу х) = а(уу х) = а(ху у).

(В вещественном случае (ху ау) = а(ху у).)

3/ (z, х + у) = (х+у, z) = (*, z) + (у, z) =

= (x, z) + (y7z) = (zy x) + (zy у).
Примеры 1. Пусть в n-мерном векторном пространстве R

зафиксирован определенный базис. Тогда -скалярное произведение
векторов х « (хи xh ..., хп) и у

= (yh y2t ..., уп) можно определить

равенством
(X, У) = Xiyi + X2g2 + .. . + ХпЦп (1)

(в вещественном пространстве (xt у) =» х{у{ + х2у2 + .». + хпуп).
Справедливость условий 1—4 проверяется непосредственно.

2. В пространстве Р многочленов от / с вещественными

коэффициентами и в пространстве С функций, непрерывных на отрезке

. *) Удовлетворяющее условиям 1—3 «произведение» векторов
комплексного векторного пространства, сопоставляющее каждым

двум векторам хщ у е R комплексное число (xt y)t часто называют
также эрмитовым скалярным произведением, а то пространство,
которое мы назвали евклидовым,— эрмитовым (или унитарный)
комплексным векторным пространством. Мы, однако, предпочтем исполь-

зрвать здесь более простые и привычные термины «скалярное
произведение» и «евклидово пространство»,
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[at b]t скалярное произведение можно определить равенством

ъ

(*,y) = $x(t)y(t)dt. (2)
а

Справедливость условий 1—3 очевидна, а 4-е следует из того, что

непрерывная неотрицательная функция, интеграл от которой равен
нулю, тождественно равна нулю.

Определение 2. Длиной, или модулем, или

нормой, вектора х в евклидовом пространстве
называется корень квадратный из его скалярного квадрата

Векторы хну, скалярное произведение (лс, у)
которых равно нулю (а значит, равно нулю и произведение

(у, х) = (х, у)), называются ортогональными. В этом

случае мы будем также писать xJLy.
В любом пространстве со скалярным произведением

справедлива
«Теорема Пифагора», Если векторы х и у

ортогональны, то

\х + у\*=\х\ч~Гу\2.

Действительно, если (лс, */)=0 то, ввиду условий
1-3,

\х'+У\2=(х + У, х + у) = .

= (хш х\ + {хЛ уШу, x)+{yf у\ = |*|» + \у\\

В любом евклидовом пространстве справедливо
Неравенство Коши— Буняковского: для

любых векторов ху у из R

\{*>У)\*\Х\\У\-

Доказательство проведем отдельно для

вещественного и комплексного случаев.
А. Пространство R — вещественное.

Если aef, то для вектора х — ау по условию 4
имеем неравенство

[х~-ау} х — ау\>Ъ%
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из которого, ввиду условий 1 — 3, получаем

{х,х)-2а(х9 у)+а2(у, у)>0,
или

|х|2-2а(*, */)+сс2|*/|2>0.
Это'— квадратный трехчлен относительно а. Так как он

должен быть неотрицательным при всех значениях а, то

он не может иметь двух различных вещественных

корней и, значит, его дискриминант неположителен:

(*,*/)2-|*|2М2<0,
откуда

что и требовалось доказать.

Б. Пространство R — комплексное.

И в этом случае для любых двух векторов х, у из R
и любого (комплексного) числа а

(х — ау] х — ау)>0,

откуда, в силу условий 1 — 3, получаем

(*, #) — а(у, х)—а(х, у)+аа{у, у)> 0.

Полагая а = р ,^'^L где р — произвольное

вещественное- число, и учитывая, что (х, у) (х, у) = | (л;, у) |2,
будем иметь

|x|2-2p|Cx,(/)|+P2|f/I2>0.

Мы получили квадратный трехчлен относительно (J с

вещественными коэффициентами. Так как он

неотрицателен при всех р, то его дискриминант неположителен

и, значит,

Нх,у)\*-\*Ш><о,

что Требовалось доказать.

Легко видеть, что р авенство | (х, у) | = |л:| \у\
будет иметь место в том и только в том случае, если

для некоторого aeF имеем х — ау = 0, т. е. если

векторы х и у пропорциональны: х=а,у.
В вещественном евклидовом пространстве

можно определить угол ф между ненулевыми векторами х
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и у. По определению,

Легко видеть, что, ввиду неравенства Коши — Буняков-
ского, | cos ф | < 1.

Из неравенства Коши — Буняковского, если применить его к

пространству Р со скалярным произведением (1), получается
«неравенство Ко пли»: для любых чисел a*, fc*

IaiBi + а2Ь2 + ... +апЬпI2 <

< (|ai|2+ M2 + ...+ Ы2)(|М2+ |^2|2+...+ 1Ы2)

«•для комплексного пространства и

<{a\ + a\+...+al)(b\ + b\ + ...+bl)
— в вещественном случае, а для пространства С со скалярным
произведением (2)— «неравенство Буняковского>

ъ Т? ь ь

]x(t)y(t)dt\ <l[x{t)]*dt.\[y{t)]*dtt
о J a a

справедливое для любых двух непрерывных функций x(t) и y(t\.

В 'евклидовом пространстве справедливо так

называемое неравенство треугольника: для любых

двух векторов х, y&R

\х + У\<\х\ + \у\<

Доказательство в вещественном случае очень

просто. Пользуясь неравенством Коши—Буняковского,
получаем

\х+У\2=(*+У> *+f/) = M2+2(*, y) + \y\2<
<\х\'+2\х\\у\ + \у\'=(\х\ + \у\)',

откуда

\х+у\<\х\ + \у\.

Пусть теперь пространство R — комплексное.

Имеем, очевидно,

\х±У\2 = {х+ у,х + у) = {х,х) + {х,у) + {у1х) + (у)у).
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Скалярное произведение (х, у) есть, вообще говоря,
комплексное число, пусть {х, у)=а + Ы. Тогда (у, х) =
= (^ у) s а — Ы и

(^У) + (^^) = 2а<21/5Ч^2-2|(х,(/)|.'
Следовательно,

'

\х + У\2^\х\* + 2\(х,у)\ + \у\>,
а это, в силу неравенства Коши—Буняковского, не

превосходит

\х\*+2\х\\у\ + \у\*={\х\ + \у\)\
Таким образом, \х + у\2< (\х\ + \у\)2 и, значит,

\*Г\-У\<\*\ + \У\.
Равенство |# + #| = | * | + | # I будет

выполняться, если, во-первых, у = ах (и тогда | (х, у) | =«
= | х || у |) и если, во-вторых, а = Уаг + ft2, т. е. если Ь =
=я 0 и скалярное произведение (х, у) вещественно и

положительно. А тогда (уt х) = (ах, х)—а(х, #)>0 и

се>0.

§ 2. Ортонормированный базис

Определение 3. Базис еи е2, .., еп евклидова

пространства R называется ортогональным, если

(eit eh) = О при / ф k.

Если, кроме того,

\е{\ = 1 при £ = 1,2,..., п,

то базис называется ортонормированным.
Лемма. Попарно ортогональные и отличные от

нуля векторы линейно независимы.

Доказательство. Пусть векторы хи х2, .*., хт

попарно ортогональны: (х{, xk)=Q при i Ф k, и

отличны от нуля. Предположим, что

«1*1 + а2*2 + • . * Ч~ ОСтХт = 0.

Умножая обе части этого равенства скалярно на хи

/=1,2,..., Ш; будем иметь

«I (XU Х{) + а2 (*2, *i) -И • . . ,+ От {Хту Х{) = 0,
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откуда, поскольку (хи xk) = 0 при i = k и (•**, х{) Ф 0

при всех i = 1, 2, ..., m, вытекает, что а< = 0 при всех

i = 1, 2, ..., m.

Теорема 1. Во всяком евклидовом пространстве
R имеются ортопормированные базисы.

Доказательство. Пусть gu g2i ..., ft —

произвольный базис пространства R. Положим fl=glu f2 =j
= ft + а/ь причем а подберем так, чтобы векторы fx
и f2 были ортогональны:

(ft + сс/ь /i) = (ft, /,)+ a(fIf /0=0,
откуда

Так как ft ф 0, то знаменатель (/ь ^} последней дроби
отличен от нуля. Ввиду линейной независимости

векторов gi и g2 полученный вектор f2 — ненулевой.
Допустим теперь, что попарно ортогональные и

отличные от нуля векторы fu /2» • ■ •> f*-i уже найдены.
Положим

fk = ft + Л1Л + %2f2 +1.. А»-Л-ь

и подберем числа Ль Ая, .., A*-i так, чтобы вектор fh
был ортогонален к fu f2i ..., fh-i. Для этого нужно, что^

бы выполнялись равенства

(h, U) - (ft, W +*« (/«, h) = 0 при * = 1, 2, ..., k - 1,

откуда
•

Знаменатель (/», /<) здесь отличен от нуля, так как все

векторы ft при i = 1, 2, ..., k — 1, по предположению,-—

ненулевые. Так как векторы g\\ ft, ..., ft линейно

независимы, то и полученный вектор fh тоже будет
ненулевым.

Это построение мы будем продолжать до тех пор,
пока не найдем последнего (ненулевого) вектора

fn = gn + hfl + Ы2 + . . • + 6-lf-b

ортогонального всем предыдущим векторам /ь f2l ..,

, t /n_j. В силу последней леммы векторы fif f2t ,,., /n
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/

линейно независимы и, значит, образуют
(ортогональный) базис. Если теперь каждый из векторов /«
поделить на его модуль, то получится ортонормирован-
ный базис, образованный векторами

Легко видеть, что если первые k векторов gu g2i ...

• ••> gk были попарно ортогональными, то f\ — g\, f2^=
'=£2, . •> fh = S^ а если они были, кроме, того,

единичными, то eh = gh е2 = g2, ..., ek = gk.
Примененный здесь способ получения ортонормиро-

ванной системы векторов из заданной линейно

независимой системы носит название процесса ортого-
нализации.

Замечание. Если /?i — подпространство R и еи

в2, ...» ek —ортонормированный базис /?ь то векторы
еи е2, ..., ek можно включить в ортонормированный
базис всего пространства.

Для доказательства достаточно дополнить еи е2, . •

-..., eh до базиса пространства R и произвести ортогона-
лизацию полученного множества векторов, начиная с

ей е2, ..., **.

Пример. Найти ортогональный базис в пространстве

многочленов степени не выше 4, определенных на отрезке [—1, 1].
Решение. В качестве исходного базиса возьмем

go - 1, А - U g2 - t\ gb = t\ £4 - t\
Положим ^

{0 = go = 1

1

и /1 = gi + a/0. Так как (git f0)= J* / c//= 0, то a = 0 и

-l

f1 - gx - /.
1

Далее, положим /2 = g2 + §/0 + Tf/i. Имеем (g2t /0) = J t4t =

-1
1 1

- §J (/0. /0) = J dt « 2, откуда P = - -1, (fti /x)= J /»Л = 0,
-l -l

и значит, y=0. Следовательно,
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куда

1

Пусть /з = ёз + Я/о + \ifi + v/2. Имеем (^з,/о) = §t3dt=0, от

а -1

Ь = 0; (^/i) = J^ = |, (/i,/i)=J^=-|, значит, |i = -■§■.

и (£3, h) = J* (<5 - \ A dt = 0, т. е. v = 0. Следоэвательно,

/з = '3 —f*.
Положим, наконец, h — gt+ Ifо +'i\fi + If2 + р/з. Тогда, по-

1

Г 2 1
скольку (gAt /0) = J 1*Ш = ■—,

а (/0, /0) = 2, то £ = —• далее

-1,
1

(#4. /1) =» I ^5^ = 0» значит, т] = 0. Затем имеем

-1

г / 1 \ 2 2 16

-1 х '

и

Г / 2 1 \ 2 4 2 8

откуда £ = —у; наконец, (g4> /з)'= J *4 ('3 — уПЛ = 0, т. е*

р
= 0. Следовательно,

Полученные многочлены

/о» Л, /2, /з, Л

— это (с точностью до множителей) первые пять из так называемых

многочленов Лежандра, играющих важную роль в

математической физике.

Найдем выражение скалярного произведения
векторов в координатах. Пусть еь е2, t., еп — произвольный
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базис пространства R со скалярным произведением и

х = х{е{ + х2е2 + ... +хпеп,

У = У\е\ + у2е2 + ... + упеп.
Тогда

/ п п \ п

{*> У) = 2 *i*i, 2 ДО* = 2 (*i*i, ДО*) =

n n

= 2 ХгУи(еиек)= 2 gife*i*/&,

где i и к независимо друг от друга пробегают значения

1, 2, ..., и, a g,fc = (е„ еЛ). Если пространство /?

евклидово, а ей £2, •••, ^п — ортонормированныи
базис, то {еи ек)= 0 при i ф ky (ег, ^)== 1 при вс<гх i =

= 1, 2, ..., л и, значит,

(X, У) = *1#1 + Х2У2 + . . . +ХпУп.

Легко видеть, что, и обратно, если в базисе е{ е2, .,,

..., еп скалярное праизведение векторов

х = ххех + х2е2 + ... + хпеп

и

У = У\е\ + У2е2 + ... + упеп
равно

_ _ _

Х\У\ + х2у2 + • • • + хпУп,

то этот базис ортонормированныи, так как в этом

случае {еи е{) = 1 и (еи ек) = О при I ф k.

Пусть еи е2, ..., еп — ортонормированныи базис в

евклидовом пространстве R и х = х{е{ + х2е2 + ... +
~+хпеп. Умножив обе части последнего равенства ска-

лярно на еи получим (х, ех) = хи т. е. i-я координата

вектора х в ортонормированном базисе равна

скалярному произведению х на единичный вектор е{. Это

скалярное произведение можно назвать (ортогональной)
проекцией вектора х на вектор е{. Таким образом,
координаты вектора в ортонормированном базисе — это его

проекции^ на базисные векторы.

Пусть R и Rf — два я-мерных евклидовых

пространства. Если в каждом из них выбрать ортонормиро-
занный базис (еи е%, ,,., еп в R и eh e2l ...,e'n в R')
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и поставить в соответствие каждому вектору х из R

вектор х' из /?' с теми же координатами, то, как

известно (см. § 5 главы II), сумме элементов из R
будет отвечать сумма соответствующих элементов из /?'
и произведению элемента из R на число — произведение
соответствующего элемента из R' на то же число. При
этом, если

х — ххех + х2е2 +'... + *А, У = У\е\ + у2е2-h'...*+Упеп

(и значит,

х* = xfa + х2е2 + ... +хпеПу у' = уfa + у2е2 +... +4^),
то скалярное произведение

(*, у) =хГу\ + х2~у2 +'../+ Хп'уп = (*', у').
- Таким образом, пространства R~ и /?' устроены
одинаково: соответствующие векторы их имеют одинаковые

длины (| х | = Y(x, х) = V(x', x') = | х' |), а в случае
вещественного пространства и углы между парами
соответствующих друг другу векторов равны между собой:

(cos (Су) -ШгГ&Ш-С™{х'Ч
Таким образом, вое евклидовы векторные

пространства над одним и тем же полем изоморфны и, как

говорят, «изометричны» между собой, т. е. обладают в

некотором смысле одинаковыми метриками;

следовательно, единственной характеристикой евклидова

пространства над данным полем F является его размерность.

§ 3. Ортогональное дополнение

Определение 4. Два подпространства RY и R2
евклидова пространства R называются взаимно

ортогональными, если каждый вектор из R{ ортогонален
каждому вектору из R2 (мы будем писать в этом

случае Rx±R2).
Так, в обычном трехмерном пространстве

проходящая через начало координат плоскость я (понимаемая
как множество принадлежащих я векторов) и

перпендикулярная к ней (и тоже проходящая через начало)
прямая / ортогональны (рис, 10, а^. Наоборот, две вза«
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пи™£ПеВДИКуЛЯрнЫе, в смысле элементарнойгеометрии плоскости я, и я2 рис. 10, б) не будут ортогонТль
вНеЫдьИизПГоР°ЧСтТоРааН(;Ва'МИ В СМЫСЛе ЭТОГ0^npSSSSведь из того, что а, е= я,, а а2 е я2, совсем не следует, что

Рис. 10.

Для того чтобы подпространства /?, и tf2 были
взаимно ортогональными, необходимо и достаточно чтобывсе базисные векторы одного были ортогональны всембазисным векторам другого. Необходимость следует и1
определения 4, для доказательства достаточности
предположим, что еи е2, .... eh-базис R{ и fu h, .. f _-базис /?2, причем (е„ f,) =0 для всех i = 1,2 /f/t=i1 m> Т0ГДа Для каждого х = *,<?, + Xie\ 4-' '4-*/
веде™'0 * = ^lf' + "Л +- * •'+ymU Малярное -п^оиз-

П

(*,«/) = S *1Й fa,/i) = о, .

и значит, эти векторы ортогональны.

«nJJla>KeM' ЧТ0 два взаимн° ортогональных
подпространства пересекаются только по нулевому векторуДействительно, пусть /?, и /?2-взаимно
ортогональные- подпространства R. Если вектор *e/?,lj5?,, toxs

пусть Ri~произвольное подпространство евклилгтя
пространства R. Выберем в /?, ор^он^рмированнТ/ба-зис ви е2, ,.., ет и дополним его до ортонормированного
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базиса ей е2у..., #г, ет+\ еп всего пространства.

Векторы ег+и ...> еп порождают (п — г)-мерное
подпространство R2y очевидно, ортогональное R\.

Покажем, что каждый вектор х из R,
ортогональный Ru принадлежит R2. Действительно, если вектор

х = ххех + х2е2 +'... + *»*»

ортогонален Ru то

(х, е{) = хх = 0 при /=1,2,..., г,

и значит,

х = xr+ler+i '+. , + хпеп е /?2.

Определение 5. Подпространство R2i
образованное всевозможными векторами из R, ортогональными
ко всем векторам из Ru называется ортогональным
дополнением Rx\ это подпространство R2 мы будем
обозначать через Rf.

Легко видеть, что ортогональное дополнение
/--мерного подпространства (л —г)-мерно и что ортогональное

дополнение к Ri совпадает с Ru т, е. что

Подпространства R{ и Rf порождают все R и

пересекаются по нулевому^вектору. Следовательно,
евклидово пространство R является прямой суммой любого
своего подпространства и его ортогонального дополнения:

R = R1®Rt

Поэтому каждый вектор х из R однозначно

представляется в виде суммы x — y + z, где yeRu z^R i
(теорема 6 главы II). Вектор у можно назвать

ортогональной проекцией вектора х на подпространство R\. В

случае вещественного пространства можно определить
и угол между вектором х и

подпространством R\ — его естественно считать равным углу между

вектором х и проекцией у вектора х на Ru а значит,

косинус этого угла равен

(х,у)
_

(y + zry) (у, у) \у\2 \у\
1*1Ы~ ИМ ИМ ИМ \х\ш
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Рассмотрим снова систему линейных однородных уравнений?
( аихг + а12х2 + ... + а1пхп

= О,

I яц*1 + а22х2 + ... + а2пхп
= О,

I amxxi + ат2х* + • •. + атпхп
= 0.

Этой системе можно дать следующую геометрическую
интерпретацию. В евклидовом пространстве Rn (в ортонормированном базисе)
задано т векторов а* = (ап, а*2, ..., <iin), * = 1, 2f\..f rn. Задача
состоит в том, чтобы найти все векторы х = (дгь х2 хп),
ортогональные каждому из векторов аи Яг, ..., ат.

Пусть ранг матрицы А = [ац] равен г. Если вектор х
ортогонален ко всем векторам аи то он ортогонален и к порождаемому ими

г-мерному подпространству Ri. Таким образом,

векторы-решения х образуют ортогональное дополнение Rf
подпространства R\. Размерность R^ (т. е. Максимальное число линейно

независимых решений системы (4)) равна, как мы видели, п — г.

Каждая фундаментальная система решений уравнений (4) — это

базис подпространства /?*.

§ 4. Евклидово (точечно-векторное) пространство

Пусть Лп —вещественное м-мерное аффинное
пространство и Rn — соответствующее ему векторное
пространство, в котором введена евклидова метрика
(т. е. задано скалярное произведение, удовлетворяющее
условиям 1—4 из § 1). В пространстве Ап можно

определить расстояние между любыми двумя его

точками, М и Nr полагая его равным модулю вектора MN,
а в случае вещественного пространства —и угол, MPN,

считая его равным углу между векторами РМ и PN.

Пространство Ап с введенной в нем таким образом
метрикой называется просто евклидовым пространством
(в отличие от введенного выше евклидова векторного
пространства*).

Таким образом, n-мерное евклидово пространство
может быть определено с помощью следующих пяти групп
аксиом:

. I. Аксиомы сложения векторов (1—4 на

стр. 64),

*) Которое, впрочем, для краткости (и если нет опасности

смешения этих двух понятий) также называют короче
—

евклидовым пространством.
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Ц. Аксиомы умножения вектора на

число (6—8 на стр. 64).
III, Аксиома размерности: существуют п ли-

нейно независимых векторов, но нет больше чем п

линейно 'независимых векторов (ср. стр. 66).
IV, Аксиомы, связывающие векторы и

точки (1—2 на стр. 83).
V, Аксиомы скалярного умножения (1—4

на стр. 144—145),
Можно показать, что все м-мерные евклидовы

пространства над одним и тем же полем тоже «устроены
одинаково» (изоморфны и изометричны между собой).
В частности, при п = 2 это — обычная плоскость, при
п =5 3 — обычное трехмерное пространство.

а) б)

Рис. П.

Пусть в вещественном пространстве Ап заданы

^-мерная плоскость Ru проходящая через
начало координат:

( anxt + а12х2 + ... + ainxn = О,

I 021*1 + ^22*2 + • • . + С12пХп = 0, -

I amlxl "Т агп2хЧ ~Г • • • + йтппхп == О

(А-мерное подпространство) и точка Х(%и £2, ..., In)-
Тогда вектор х = ОХ можяо представить в виде х =

= у + г, где y&Ri и ze Rf (рис. 11, а). Длина вектора
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z называется расстоянием точки X от

подпространства R\.
Пусть теперь в Ап заданы произвольная

^-мерная плоскость я:

( ^11*1 + ^12*2 + . . . + CLlnXn = Ьи

#21*1 + #22*2 +" . . . + #2n*n = Ь2,
Ш 9 • % ft

t amlxl ~Ь Qm2x2 "Г • • • "Г атпхп — ^т

и точка X (Ъи h> •••> Ы- Плоскость я получается из

соответствующего ей подпространства /?! = я0,

определяемого системой уравнений (5), параллельным
переносом йа некоторый вектор Ь. При этом точка X
получается переносом на тот же вектор Ь из некоторой точки Х0
(и, значит, ОХ = ОХ0 + Ь\ см. рис. 11,6). Расстояние
точки X от k-k ерной плоскости я естественно

считать равным расстоянию точки Х0 от подпространства
£о = R\. (Можно показать, что расстояние точки.х от

1-мерной плоскости я— это наименьшее из

расстояний точки.х от всех точек плоскости я).
^-мерная плоскость п\ и /-мерная плоскость Я2

ортогональны, если ортогональны соответствующие им

подпространства я? и я°. В этом случае каждый вектор MN,
где точки Му N е я^ ортогонален
каждому вектору PQ, где Р, Qe
ея2 (рис. 12).

Пусть в вещественном

пространстве Ап выбрана
ортонормирование я система координат.

Рассмотрим: линейное уравнение

аххх+а2х2+ ... +апхп=а, (6)

коэффициенты alt а2 ап левой части

которого не равны нулю одновременно.
Это уравнение определяет некоторую г и-

перплоскость п (см. стр. 86),
которая получается из подпространства jto:

fli*i+a2*2+... +апхп= О (7)

(гиперплоскости, проходящей через начало координат) переносом
на некоторый вектор Ь «= (Ь\, Ь2,...,Ьп). Координаты вектора b
удовлетворяют, как мы знаем, уравнению (б):

"

ахЬх + агЬг + г,, + апЬп = а

Рис. 12.
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(см. стр. 79). Последнее равенство, положив а = (дь a2t »., ап)%
можно переписать в виде

аЬ = а. (8)

Вектор а ортогонален подпространству Яо, так как для каждого
вектора х =з (хи х2, ..., хп) ЕЯо скалярное произведение ах = а\хх +,
+а2х2 + ... +апхп ■=■ 0. .

Положим М = ± | а I = ± к ^1 + flg + • • • + ап> причем знак

здесь выберем так, чтобы q,/M = p было неотрицательно. (Если
а =* 0, то знак может быть выбран произвольно.) Уравнение

называется нормальным уравнением гиперплоскости я. Вектор m =

= а/М является, очевидно, единичным вектором (т. е. вектором

длины 1), коллинеарным а, и значит, ортогональным Яо.

Пусть теперь нам дана точка Х(%и £2, ..., In) и надо найти рас-
стояние точки X от гиперплоскости я.

Точка X получается сдвигом на вектор Ь из некоторой точки Х0.
Это значит, что ОХ = OXq + Ь (см. тот же рис. 11, б). Теперь нам

остается найти расстояние от точки Х0 до подпространства Яо.

Представим вектор ОХ0 в виде ОХ0 = у + г, где у е я0, а г J. Яо. Тогда
искомое расстояние будет равно длине вектора г. Но вектор г, как

и вектор т, ортогональный я0, коллинеарен m и, значит, найдется
такое число К, что г = Хт. Так как вектор m

— единичный, то

искомое расстояние, равное |г|, равно |А|.
Итак, мы имеем равенство

Ш = г/ + km + 6.

Умножим его скалярно на т:

OZ • m = ym + Ят2 + 6т.
а а

Но ym = 0, так как у е Яо, a m J. я0; m2 = 1 и 6m = £ •

-jt-
= -тт-

—- а — а

(см. (8)). Следовательно, ОХ*т = Я +"Т|"» откуда Я = ОХ-ттг — -тт\

Наконец, скалярное произведение ОХ • m в координатах равно

£* лГ + ^Ж + ••• + ^1Г
и значит

j/"«l + «i + -+<

Таким образом, для того чтобы найти расстояние от точки до

гиперплоскости, надо подсгавить координаты этой точки в левую часть

нормального уравнения гиперплоскости и взять полученную величину
по модулю. (Вспомните формулу расстояния от точки до прямой на

плоскости и от точки до плоскости в пространстве!)
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Гиперсферой в евклидовом пространстве Ап называется

совокупность всех точек, отстоящих на одно и то же расстояние г

(р-а д и у с гиперсферы) от некоторой фиксированной точки Q
(центра). Уравнение гиперсферы радиуса г с центром в точке

<?(«*» a2, ..., а„) в ортонормированной системе координат, как

легко видеть\ имеет вид

(xi-ai)2+ (x2-a2)*+... + (xn-an)*= r*.

Следовательно, гиперсфера является частным случаем поверхности

второго порядка (ср. главу VII). Гиперсфера S касается
гиперплоскости я, если она имеет с этой гиперплоскостью единственную
общую точку.

Задачи. (Задачи 1—7 относятся к четырехмерному
пространству; система координат везде ортонормированная.)

1. Найдите расстояние точки (— 1, 3, 5, 1) от начала координат,
от координатных осей, от координатных (двумерных) плоскостей
й от координатных гиперплоскостей.

2. Найдите точки пересечения прямых

*-1_*+3_*-1_/ #

a) ~ 3 4 "5"'

д:—1_У+3__2Г —!_/ —17.
0)

~2 3 4~~ 5
'

В) ~~Т~ 4~~5*

с гиперплоскостью х+Зу—42+/= 5.
3. Найдите условия, при которых прямая

х—х0
__
у—у0 ^z—Zo^t— t0

bi b2 b$ 64

принадлежит гиперплоскости ахх+a2y+asz+a^t = a*

4. Докажите, что гиперплоскость, касающаяся гиперсферы,
ортогональна радиусу, проведенному в точку касания.

5. Напишите уравнение гиперсферы, имеющей центр в точке

(5, —1, 4, 0) и касающейся гиперплоскости х—Зу+г+5/= 6#
6. Пересечение гиперсферы

(*-5)2+^+ (z+5)2+ ('- 2)2=25

и гиперплоскости _

7x—$y+z+5t = 2Q

есть некоторая сфера трехмерного пространства. Найдите ее центр
и радиус.

7. Напишите уравнение гиперплоскости, проходящей через
двумерную плоскость

( х-2y+3z+bt =2,
\ За:— у— г+2/=3

и

а) проходящую через точку (2, 5, —3, 0),
б) ортогональную гиперплоскости 2*+#+42—t~$t

О Л. й. Головине
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Пусть в л-мерном пространстве Ап даны п попарно

ортогональных векторов одинаковой длины аь аг, •.
•» Яп. Тогда натянутым на

них (/г-мерным) кубом называется (Совокупность всевозможных

векторов вида

aiai + а2а2 + ... + anant
где

0<а<<1, *=» 1, 2, ..., п.

k-мерная грань куба —это множество таких его точек, для

которых л —& из коэффициентов а*, принимают постоянные значения,

равные 0 или 1.

8. Найдите число ^-мерных граней л-мерного куба.
9. Найдите угол между диагональю n-мерного куба (т. е.

вектором а\ + ai+... + ап) и его ребром а^ (заметьте, кстати, что этот

угол не зависит от /).
10 Найдите угол между диагональю л-мерного куба и его £-мер-

ной гранью.



ГЛАВА V

ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

I В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ v

*§ 1. Линейный функционал

Определение 1. Линейный оператор f, отобража-
щий векторное пространство R в числовое поле F,

называется линейным функционалом, или линей*

ной функцией.
Таким образом, если / — линейный функционал, то

для каждого вектора x&R определено число f(x) из

основного поля F так, что выполнены следующие
условия:

1) f(x + y)~f(x)+f(y),
2) f(ax)=*af(x)9

где х и у
— произвольные векторы из /?, a aeF.

Для того чтобы найти выражение линейного
функционала в координатах, выберем в пространстве R базис

еи е%, ...» еп. Если х = х\в\ -\-х2е2 + ... + хпеп —

произвольный вектор из /?, то

/(*) = f(x{ei + х2е2 + ... + хпеп) =

= xxf(ei) +x2f(e2) + ... + xnf(en).

Обозначив f(e{) = ait где t= 1, 2, .;., n, получим

f(x) = xxax + x2a2 + xnan.

Таким образом, при фиксированном базисе линейный

функционал представляется линейной формой*),
т. е. выражением вида

■

f(x) — aixi + а2х2 + •.. + йпХп*

Если пространство R евклидово, а базис в\, Зг> . •«

..., ея — ортонормированный, то f(x) = (х, а) — скаляр-

*) Слово «форма» означает «однородный многочлен», т. je.

многочлен, являющийся суммой одночленов одной и той же степени.

6*

i
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ному произведению вектора х и некоторого (зависящего
только от /, но не от х) вектора а= (5ь аг, ..., ап).

Легко видеть, что верно и обратное: если в

евклидовом векторном пространстве R задан вектор а =

= («ь а2, ..., ап), то f(x) = (х, а) —скалярное
произведение вектора х и вектора а— является линейным

функционалом,, так ,как f(x + y) = (х + у, а) =
= (х, а) + (у, a) =f{x) +f(y) и f(ax) == (ах, а) =
«=а(х, а) = af{x).

§ 2. Оператор, сопряженный данному

Лемма. Если в евклидовом пространстве R

(я, и) = (х, v) для всех векторов х, то и = v.

Доказательство. Из равенства (х, и) = (х, v)
Ёытекает, что (х* и — v) = 0 при всех х. Подставив
х=и— у, получим (и — vt u — v) =0. Но так как

пространство R евклидово, то а— у = 0 и и = и.

Пусть # —евклидово пространство и Ж — линейный

оператор в нем. Покажем, что при фиксированном у
скалярное произведение fy(x) = (J&x, у) является

линейным функционалом относительно х. Действительно,
fv (*i + x2) =(st (х, +Ч*Л, У) = №*i + ^*2, У) =

«■ (S*XU У) + (rf*2, </) = M*l) гНуЫ
и

fy(o^) = Wa*), 1/) = (а«^*, У) = a(jtf*, */) = afv{x)%
Как показано в § 1, найдется такой вектор у' из /?, что

приг всех х fv{x) = {s£x, у) = (*, #'). Этот вектор #'
зависит только от у (не от х\) и можно положить

поэтому у' = «5#*i/. Вектор s&*y определяется вектором у,
т. е. сЯ£*-~ опер а тор, переводящий вектор у в новый

вектор у' (который мы и обозначаем s&*y). Покажем,
что этот оператор — линейный. Действительно, при всех

х9 уу z IE R мы имеем

(.**, tf + Z) = (*,^*(f/ + 2))
И

[s4>x, у + г) — (j£x, у) + (j**f г) —

^ (*, ^**/j +. (*, ^**) = (х, j**0 _+.«***)•
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откуда (х, a*(y + z)) = (x, s£*y + s&*z) и, ввиду
леммы,

&*(У + г) = ^*(*/):+^*(г), ,

Аналогично, если aef, то для любых х, y^R имеем

(six, ay) =(Я st*{ay))
и

{stx, ay) = a(s&x, у) = a(x, s&*y) = (x, as£*y),

о^уда, по той же лемме,

s&*{ay) = as£*y<

Определение 2. Линейный оператор s£* тцкой,
что при всех х, y&R

(stx, у) = (х, s£*y),

называется сопряженным s&.

Легко видеть, что оператор,

сопряженный^,—единственный, так как из равенства (х, <Яу) = (х9 Ч?у),
справедливого при всех х, y&R, вытекает (по той же

лемме), что &у = Wy при всех у и, значит, 9& = <&ч
Пусть А = [aih] —матрица линейного оператора а

в ортонормированном базисе ей е2, ,.., ея, А'~

== [aki] —матрица, транспонированная к Л, Л* = Л' =

== [ahi] — матрица, элементы которой
комплексно-сопряжены элементам матрицы А'. Обозначим через a~i
линейный оператор, имеющий в том же базисе

матрицу А*у и покажем, что s&\ = j$*, т, е, что s&i и есть

оператор, сопряженный s4>. Мы имеем, очевидно,

(s4>ei} eh) = (аие{ + a2ie2 -f:... rh am en, *Л = aht

■fe, s&ieh) =s (etl a^ex + ak2e2 + ...+ ahnen) = ahU

т. е. {иеиек)—{еи&1ек) ПРИ всех '» *• А тогда, если

n n

* = 2 Хгвг И f/ = 2 #А,
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ТО
/ п п \ п

Ых,У)= U#2 х\ви 2 f//AI= 2 Х1УкЫе{1ек)
И

(п
п \

2 х{еи sti 2 #/a =

n n

= 2 Xiyh(ehs4>ieh)= 2 ед(Л,^) = Ы^Л

т. е. для"всех *, i/ («я£я, (/) =(*, ^i*/) и оператор j^k

является сопряженным st, т. е. st\ = st*-
Таким образом, для каждого линейного оператора st

в евклидовом пространстве существует и притом только

один сопряженный ему линейный оператор st*t матрица
которого в любом ортонормированном базисе является

транспонированной и комплексно-сопряженной матрице
оператора st.

Покажем, что j$** = st. Действительно, имеем

(*, st**y) = (st*x, у) = ({/, s£*x) = (sty, x) = (x,sty)

при всех х, у> и значит, опять по той же лемме, st**y =
= sty при всех у, т. е. *я£** = st.

Свойства оператора, сопряженного
данному.

1. £Г* = g\ так как

(*, **у) = (*х9 у) = (х, у) = (х, gy)%

и, согласно лемме, &* = S.
2. (st + 38) * = s£* + Я*, так как

(xt (sl+38)*y) = ((st + £)x9y) = (stx + $x, у) =

= (six, у) + (Ях% у) = (х, а*у) + (х, Д*у) =

= (х9 s£*y + %*y) = (х9 (st* + SP)y)9

и, по лемме, (st + Я)
* = ^* + Л*.

3. (st>$)
* = $*^*, так как

(х, (а$)*у) -. ((.**)*, у) - (.*(**), */) =,
— (Ях,&*у) — (xt&*st*y);

по лемме, {st><8)* = <8*&*ш
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4. Если зФ~х существует, то (^-1)*= («s^*)-1, так

как из равенства ($Ф$4<-Х) = & и пп. 3 и 1 вытекает, что

(я^-1)* = #*> или (^-1)*^* = <Г, т. е. что (^*)-i =

5. Если а—число, то (а^)* = а^*, так как

(*, (аэ£)*у) = (а^х, у) = a(s£xt у) =
_

. = а (л:, ^**/) = (а:, а^**/)\
и, по лемме, (ols4>)* = a$t>*.
Теорема 1. Если подпространство R\ инвариантно

относительно линейного оператора s&, то его

ортогональное дополнение R? инвариантно относительно

сопряженного $t> оператора j$*.

Доказательство. Пусть х — произвольный век*

тор из R*9 у — произвольный вектор из R\. Тогда

№х9 д) = (х, dy) = О,

так как sty&Ri и, значит, xA-S&y. Следовательно,
вектор s£*x&Rf9 и ^инвариантно относительное*.

Пусть f(t)—произвольный многочлен с

комплексными, вообще говоря, коэффициентами. Обозначим через
7(0 многочлен, все коэффициенты которого являются

комплексно-сопряженными к соответствующим
коэффициентам многочлена f(t). Так, если^ f(t) = (1 + i)t2 +
+ (2 — l)t+lt то 7(0 = (l-i)t*+ (2 + 0*+1; если

/(/) =2** + 3/-5, то f(t)=f(t)t и т. д.

Теорема 2. Если у(Х)—характеристический
многочлен линейного оператора si*, то характеристическим
многочленом сопряженного зФ оператора зФ* будет ф(X).

Доказательство. Пусть

ф (X) = J Л — Я^ [ =
ап-Х П2

22П

ппnl п2

Тогда характеристический многочлен оператора •$£* равен

| А* -- ХЕ | = | А' - ХЕ | = [ "А1 - ХЕ | - [ (Л - ХЕ)' \ ="

= A-XfiU

an—k ai2

"21

... а
In

lA» ni -e»»-XJ

Ф(Я).
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Следствие. Если %\ — собственное значение

оператора зФ кратности kt то Х\ — собственное значение

оператора зФ* той же кратности k.

Действительно, если

где Я*» Яз, t»., Ят Ф Ль то

Ф(Х) = (—1)*(Я—"Xi)fc(X —Sil... (X —Л..У.

где тоже

Л2» Аз, . .
., Am iF* Ab

В частности, в вещественном пространстве R
характеристический многочлен линейного оператора зФ*
равен характеристическому многочлену оператора зФ—
и все их собственные значения одинаковы (т. е. спектры
их тождественны).

§ 3. Самосопряженный оператор

Определение 3. Линейный оператор зФ,
совпадающий со своим сопряженным, т. е. такой, что зФ* =
= зФ, называется само со пряж.енным. В

вещественном простралстве самосопряженный оператор
называют также симметрическим, а в комплексном

пространстве — эрмитовым.
Таким образом, если зФ—

самосопряженный'оператор, то тождественно при всех х и у из R

(зФх, */) = (*, зФу).
Свойства самосопряженных операторов.
1. Тождественный оператор является

самосопряженным, так как <?Г* = <§.
2 Сумма самосопряженных операторов является

самосопряженным оператором, так как если зФ* = зФ
и ®* = <#, то (зФ + $)

* = зФ* + ®* = зФ + @.
3. Для того чтобы произведение самосопряженных

операторов было самосопряженным оператором,
необходимо и достаточно, чтобы эти операторы были
перестановочны между собой, т. е. чтобы и^лело место
равенство зФ38 = 3§зФ. Действительно, если зФ* = зФ и

#* = #, то {зФ@\* = Ш*<$Ф* = ЯзФ, что раэно зФ$
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в том и только .в том случае, если операторы зФ и $

перестановочны. >

4. Оператор, обратный к невырожденному
самосопряженному оператору, является самосопряженным, так

*ак если зФ* = зФ, то (зФ~1)* = (зФ*)~1 = зФ~х.
б. Если зФ — самосопряженный- оператор, то для то-

го(, чтобы произведение азФ было самосопряженным,
необходимо и достаточно, чтобы число а было вещест-

веннцм, так как в этом случае (азФ)* = азФ* = азФ.

Теорема 3. Если зФ — самосопряженный оператор
и Ri —подпространство, инвариантное относительно зФ9
то и Rf инвариантно относительно зФ.

Доказательстве. По теореме 1 R± инвариантно
относительно зФ*> но зФ* = зФ, следовательно,Rt
инвариантно относительно зФ.

Далее рассмотрим отдельно самосопряженные

операторы в вещественном и в комплексном векторных

пространствах.
- А, Пространство R вещественно.

^

*

Пусть зФ— самосопряженный (симметрический)
оператор в вещественном векторном пространстве и А =
= [alft] — его матрица вортонормированном ба->
зисе. Тогда матрицей оператора зФ* в том же базисе

будет транспонированная к А матрица А1 = [ahi]
(см. § 2), и так как зФ* = зФ, то А' = А, т. е. aih = ahi

при всех l9 k. Обладающая этим свойством матрица А
называется симметрической (она «симметрична
относительно главной диагонали»); Пример
симметрической матрицы: у

[\+П „
# ]•

Обратно, линейный оператор, имеющий в ортонормиро-
ванном базисе симметрическую матрицу, будет,
очевидно, самосопряженным.
Теорема 4. Все.корни характеристического

многочлена самосопряженного оператора зФ вещественны.
Доказательство. Пусть i = a + ф-комцлексный

корень характеристического многочлена

самосопряженного оператора Л, Тогда, как видно из доказа?ельства
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теоремы 8 главы III, в пространстве R имеется

двумерное подпространство, порожденное векторами и и о

такими, что

st,u^au — $v,

где £ ф 0 и векторы ми пне равны нулю. (Если само

пространство R двумерно и^в нем нет собственных

векторов, то это подпространство совпадает с R.) Умножая
скалярно первое из равенств (1) на v, второе-—на и,

получим
(я£и, v) =a(u, v) — р(у, v)

и

(и, s£v) = {5 (и, и) + а {и, v).

Но так как (зФи, v) — (и, s&v), то р(|"|2 + \v\2) = 0,
и либо М2+|у|2 = 0, либо р==0, что противоречит
предположению.

Теорема 5. Матрица самосопряженного оператора
в некотором ортонормированном базисе приводится
к диагональному виду.

Доказательство. Пусть %\ — один из корней ха-

рактеристического многочлена самосопряженного
оператора зФ. По теореме 4, \х вещественно.
Соответствующий Хх собственный вектор обозначим через в\\ тогда
<&е\ = he\- Вектор в\ можно считать единичные, так

как в противном случае его можно было бы заменить

вектором 177"-" единичным
собственным вектором с тем

же собственным значением %\.
Обозначим через Ri одномерное (инвариантное)

подпространство, порожденное вектором е\. Его

ортогональное дополнение Ri будет инвариантно относительно

зФ, и в нем оператор & остается, конечно,
самосопряженным. Пусть Х2 (вещественное) собственное значение

оператора зФ в подпространстве Rt; соответствующий
(единичный) собственный вектор обозначим через е%\
тогда

ЗФв2 *я %2е2.

Обозначим через R2 (инвариантное) подпространство,
порожденное векторами ех и е2\. тогда подпространство



§3J САМОСОПРЯЖЕННЫЙ ОПЕРАТОР 171

Ri тоже инвариантно относительно зФ. Продолжая это

построение, мы найдем п попарно ортогональных

(и значит, линейно независимых) единичных

собственных векторов оператора $Ф". В базисе, состоящем из

этих векторов, матрица оператора $Ф приведется к

диагональному *ъиду
%л о ..гО 1

о К ...о

о" о' .7.0
Геометрический смысл самосопряженного

преобразования виден из последней теоремы: если

х = х\в\ + х2е2 +... +хпеп

— произвольный вектор из /?, то

Ах = x{Xie{ + х2Х2е2 ■¥. *. +хпКеп.

Таким образом, при соответствующем st>
преобразовании точек точка Х{хи х2, '..., хп) переходит в точку

Рис. 13.

Л'(Mb ta*2, ..»! Кхп) и, значит, в базисе, состоящем

из собственных векторов оператора зФ, оно сводится

к п растяжениям вдоль координатных осей с

коэффициентами, соответственно равными ЛьА*. ..Дп (см. рис. 13,
на котором изображено действие на фигуру К евклидо-
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вой плоскости самосопряженного преобразования с

собственными значениями Кг = ~ и Я2 = 2).
Б. Пространство /? — комплексное.

Пусть $t> — самосопряженный (эрмитов) оператор
в комплексном векторном пространстве и А = [aik] —
его матрица' _в ортонормированном' базисе. Тогда
Аг = Д, т. е. aih = ahi при всех i, k. Такая матрица
называется э р м и то в ой. Таким образом, если Л —

эрмитова матрица, то ее элементы, симметричные
относительно главной диагонали, являются

комплексно-сопряженными В частности, элементы
главной диагонали вещественны, так как а« = 5ц при
всех i. Пример эрмитовой матрицы:

2 \+i i I
1 — i О 3 + 2/.

— i 3 — 2t 1 J .

Итак, матрица эрмитова оператора в любом

ортонормированном базисе является эрмитовой.
Очевидно, что и, обратно, линейный оператор, матрица
которого в каком-то ортонормированном базисе является

эрмитовой,— эрмитов.

Теорема 4' Собственные значения

самосопряженного (эрмитова) оператора вещественны.
Доказательство этой теоремы для комплекс*

ного пространства совсем просто. В самом деле, пусть

х — собственный вектор и % — соответствующее ему
собственное значение эрмитова оператора зФ, тогда

(Жх, х) = (х, $4>х),
или

(%х, #)= (ху %х)г
откуда

\{х, х) = %(х, х)%

и так как (х, х) ф О, то Д, = А,, т. е. Я — вещественно.

Таким образом, спектр самосопряженного

оператора (и в вещественном, и в комплексном пространствах)
расположен на вещественной оси. Далее так же, как

для вещественного пространства, в комплексном

случае доказывается.
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Теорема 5'. Матрица самосопряженного
(эрмитова) оператора в некотором ортонормированном
базисе приводится к диагональному виду (где все

диагональные элементы вещественны).

§ 4. Ортогональный оператор

В этом параграфе евклидово пространство R
предполагается вещественным.

Определение 4. Линейный оператор зФ в ее-

щественном евклидовом пространстве R казывается

ортогональным, если

{s4>x, s4>y) = (х, */)

для всех х, у из R.
Таким образом, ортогональный оператор сохраняет

скалярное произведение, и значит, он сохраняет

длины векторов и углы между ними.

Если s4> — ортогональный оператор и зФ*—

сопряженный ему оператор, то

{ху у) = (stxy sty) - (х, st*s£y}

Для всех х, y&R, Следовательно, ^*^ = ^Г —по

лемме из § 2, или

При этом равенство j^* =st~l является необходимым
и достаточным условием для того, чтобы линейный

дператор $£ был ортогональным. Отсюда, в частности,
видно, что ортогональный оператор-всегда
невырожденный. }

Сво'йства ортогональных операторов.
1. Тождественный оператор 8 является

ортогональным, так как 8х = х для всякого х, и значит,

(8х,&у) = (х,у).

2. Произведение ортогональных операторов
является ортогональным, так как если операторы $6 и <%
ортогональны, то

№$х, ЖЯу) = {&х, Ду) = (х, у).
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3. Оператор, обратный ортогональному оператору,
тоже является ортогональным, так как если $£* = s&~\
то (^-1)*= (^*)-*= (^-1)-i (см. п. 4 из § 2).

4. Если s4> — ортогональный оператор, то

произведение а$Ф будет ортогональным в том и только в том

случае, если а = ± 1, — это видно из равенства
(ocstfx, as4>y) = а2(^х, зФу) — а2(л:, у).

Ясно, что ортогональный оператор переводит любой
ортонормированный базис в ортонррмированный.
Покажем, что верно и обратное: линейный оператор s&,
переводящий хотя бы один ортонормированный базис в

ортонормированный, является ортогональным.

Действительно, пусть ортонормированный базис ей е2, ...

..., еп оператором зФ переводится в

ортонормированный базис еи е'ъ .. .9еп. Тогда, если

х — ххех + х2е2 +... + хпеп,

У — У\е\ + У2в2 +.•. + упеп,
то

зфх = хге[ + х2е2 + • • • + хпеП9

$!>У = уА + Уге* + • • • + Упв'п
и

{зФх, sly) в хуу\ + х2у%+... + хпуп = (х, у).

Пусть А = [сцц] — матрица ортогонального
оператора в ортонормированном базисе еХу е2у..., еп. Так как

под действием ортогонального оператора
ортонормированный базис переходит в ортонормированный, то

образы s£eXy s4>e2y ..., sten базисных векторов ей е2у ..., еп

сами образуют ортонормированный базис. А значит,

(steiy J&eh) = 0 при 1Ф k и (s&eit $1>е{) = 1 при
всех I, т. е.

auaXk + аъЪъ + ... + йтапк = 0 при хфк

и (2)
а\\ + а\х + ... + ali = 1 при всех L

Таким образом, столбцы матрицы Л,
рассматриваемые как векторы, сами образуют ортонорми-
рованную систему. Это же верно и для строк.
Действительно, если $& — ортогональный оператор, то

$t>* —s4>~x — оператор тоже ортогональный, и значит,
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столбды матрицы Л*, т. е. строки матрицы Л,
тоже образуют ортонормированную систему:

ацак\ -f ai2ah2 + .. + ainahn = 0 при 1фк
и (3)

afi + а!а + • • • + flfn == 1 при всех L

Матрица Л, для которой

А'=±А-\

называется ортогональной матрицей; она

характеризуется соотношениями (2) и (равносильными им)
соотношениями (3). Мы показали, что матрица
ортогонального оператора в любом ортонормированном базисе

является ортогональной; обратно, если в каком-то

ортонормированном базисе матрица оператора зФ
ортогональна: Л-1 = Л', то s4>~1 = $£*, и оператор ^
является ортогональным.

Теорема 6. Если подпространство R\
инвариантно относительно ортогонального оператора s£, то его

ортогональное дополнение Rf тоже инвариантно

относительно st>/

Доказательство. Так как s& — ортогональный
оператор, то st>~l=*s&*. По теореме 1,
подпространство Ri инвариантно относительно оператора бФ* = «я£-1;
но в таком случае в силу теоремы 5 главы III оно

инвариантно и относительно (^~1)'1 — &«

Теорема 7. Собственные значения

ортогонального оператора равны ±1.

Доказательство. Пусть х— собственный

вектор и Л, — соответствующее ему собственное значение

ортогонального оператора s&. Тогда

(я, х) = (st>x, s£x) = (kxt %х) == \2{х, х),

откуда получаем (поскольку (х, х) Ф 0)
X2 = 1 и к — ±1.

Теорема 8. Определитель ортогональной матрицы
равен ± 1.

Доказательство. Из равенства АА' « Е следу-

f;,,470,^1 Wl~lAi4'l:? l£l = 1- Но так ^к

Л'1= Л , то Л 2=1 и Л =±1.
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Выясним, что собой представляет произвольный
ортогональный оператор, действующий'в (вещественном)
л-мерном евклидовом пространстве. Пусть сначала

s& — ортогональное преобразование прямой R1 и

e&RK Тогда s&e&R1 и, значит, <&е = Хеу где К = ±1,
т. е. ,я£е= ±£, и s& — либо тождественное
преобразование, либо центральная симметрия.

Пусть теперь зФ — ортогональное преобразование
плоскости R2 и

— его матрица в некотором ортонормирован-
н о м базисе. Тод\да, как мы знаем,

011 + Д21 = 1, 012 + 022 = 1, 0Ц012 + 021022 = °-

В силу первых двух равенств найдутся такие ф и ф,
что ап = cos ф, 021 ='sin ф, и an = cos «ф, фг = sin ф.
Но тогда третье равенство дает

cos ф-cos ф + sin ф'вт ф = cos (г|э — ф) = О,

откуда следует, что

я 3я

^ — ф =
_ Или -у.

В первом случае а{2 = cos «ф = — sin ф, а& =)
= sin tj) = cos ф, и мы имеем

л ^Гсозф -sincp] /4я Ыпф coscpj* <*а'

т. е. преобрааование si — это поворот на угол ф вокруг
начала координат. (В частности, при ф = 0 это

тождественное преобразование, а при ф
== я — симметрия

относительно начала координат.)
Во втором случае а\ъ = sin ф, агг = — cos ф и

А г= Г008 * sin ^l^

[sincp — cosq>J*
Эта матрица — симметрическая, значит, ортогональное
преобразование si- является и

самосопряженным, т. е. в некотором (вообще говоря, новом) орто*
нормиройанном базисе ей fy его матрица приводится
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к диагональному виду. Но так как собственные

значения здесь находятся непосредственно:

откуда Л = ±1, то матрица преобразования s£

приведется к виду

Произвольный вектор х, в новом базисе равный Х\е\ +\
+х2е2, преобразуется в х' = ххе\ — Х2е2. Это —

симметрия относительно прямой, определяемой вектором в\
— первым базисным вектором нового базиса (рис. 14),

Таким образом, ортого-
'нальное преобразование i

плоскости — это либо по во- [
рот вокруг начала коорди- ^4
нат на некоторый угол ср
(* частности,
тождественное

преобразование или

центральная симметрия;
определитель такого

преобразования равен +1), либо —

осевая симметрия

(с определителем, рав- Рис. 14.
ным —1).

Из доказанного, в частности, вытекают две теоремы
(плоской) элементарной геометрии:

1. Произведение двух осевых симметрии является

поворотом вокруг точки пересечения осей симметрии
(так как^ это — ортогональное преобразование с

определителем, равным + 1).
2. Произведение поворота и симметрии, ось которой

^проходит через центр поворота, является симметрией
относительно некоторой новой оси, проходящей через ту
же точку (так как это — ортогональное преобразование
с определителем, равным — 1).

Перейдем теперь к общему случаю ортогонального
оператора, действующего в я-мерном евклидовом
пространстве.
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\

Теорема 9. Матрица ортогонального оператора в

некотором ортонормированном базисе приводится к

виду

-1

coscp1 -sin cp

coscp2 -slncp •
-

>!
sln % oos%

''coscpk -slncpj
I

•

81пфк coscpj
(Все остальные элементы этой матрицы равны нулю.)
Доказательство проведем методом

математической индукции. Мы уже установили справедливость
этой теоремы при п = 1 и п = 2. Предположим, что

теорема верна для всех пространств, размерность

которых меньше я, и пусть R — я-мерное евклидово

пространство и $Ф — действующий в нем ортогональный
оператор. Возможны два случая.

1. Оператор $t> имеет вещественное собственное
значение (это обязательно будет так, если п нечетно):
Л, = ± 1. Пусть е\ — соответствующий (единичный)
собственный вектор (тогда <s^ei = ±ei) и R\—
порожденное вектором ех одномерное подпространство. В

силу теоремы 6, (п — 1)-мерное подпространствоRf
инвариантно относительно s&. Ясно, что и в нем $t> будет
ортогональным оператором. По предположению

индукции, в Rx можно найти ортонормированный базис е2,
вз,../, еп, в котором матрица оператора s4> приведется
к виду (5). Учитывая замечание, сделанное в § 7
главы III, получаем, что (возможно, после

соответствующего изменения нумерации базисных векторов)
матрица оператора si во всем пространстве R в некотором

ортонормированном базисе приведется к виду (5).
2. Оператор зФ не имеет вещественных собственных

значений. По теореме 8 из главы III, в jR найдется
двумерное инвариантное подпространство R\. По доказан*

ному выше, в плоскости R\ можно найти ортонормиро-
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ванный базис ей е^ в котором матрица оператора $Ф

приведется к виду (4а). (Другой случай, (46), здесь

невозможен, так как, по предположению,, оператор s&> не

имеет вещественных собственных значений.)
Подпространство R\ инвариантно относительно j^.

По предположению индукции, в Rf можно найти такой

ортонормированный базис ег> е4, •.., еп, в котором

матрица оператора sf> приведется к виду (5). (В этом

случае п обязательно четно, и на главной диагонали этой

матрицы совсем не будет чисел 1 и — 1.) Ввиду
замечания из § 7 главы III матрица оператора $1> всего

пространства R в ортонормированном базисе ей £2,..., еп

приведется к виду (5).
Геометрический смысл ортогонального

преобразования виден из последней теоремы. Так как каждая

матрица вида (5) является произведением нескольких

матриц вида

(6)

и нескольких матриц вида

Г1
1

'

. 1
cos ф — sin ф
sin ф cos ф

1

L 1.

то ортогональное преобразование $t> можно

осуществить, произведя последовательно несколько симметрии

(7)

V
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относительно «координатных гиперплоскостей»
(матрица каждого такого преобразования имеет вид (6)) и

несколько поворотов вокруг «(л. — 2)-мерных осей»

(каждый из которых имеет матрицу вида (7))—это
преобразование представляет собой одинаковый

поворот, осуществляемый одновременно во всех двумерных
плоскостях, перпендикулярных к (п—2)-мерной «оси»

поворота.
Объединяя в матрице (5) два соседних элемента

+ 1 или —1 в «клетки»

Г1 01 Г cos 0 — sin 01 Г—1 0] Г cos я —sin я]
L° lj Lsin0 cos0-l И

L 0 —1J [sinn cosjiJ'
мы (возможно, после изменения нумерации базисных

векторов) получим четыре типа ортогональных матриц
Г cose? — sincpl

(заштрихованы «клетки» вида , где <р,I SllJ CD COS CD I

в частности, может равняться нулю или я, а в пустых
клетках все элементы равны нулю):

Г

Для четного п:

П 0|

0 —1

L I I IHIIIIIIIIJ L
если | А | = 1, если \А

Для нечетного п:

= -1.

"J Г
—1

L I I IHIIIIIIIIJ L I I IHIIIIIIIIJ

если | А |=1, . если |Л| =— 1,
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§ 5. Унитарный оператор

В этом параграфе евклидово пространство R
предполагается комплексным.

Определение 4'. Линейный оператор s4>,
действующий в комплексном евклидовом пространстве,
называется унитарным, если v

{stx, sly) = {х, у)

для всех х, у из R.
"'

Таким образом, унитарный оператор является

аналогом ортогонального оператора. Так же_как и

ортогональный оператор-(в вещественном пространстве), он

сохраняет длины векторов и
*

ортогональные векторы
переводит в ортогональные. В частности, любой

ортонормированный базис унитарный оператор переводит в

ортонормированный базис. Верно и обратное: линейный
оператор, преобразующий хотя бы один

ортонормированный базис в ортонормированный, является унитарным.
71ёгко видеть, что если оператор зФ — унитарный, то

$£* = $&~1У и обратно.
Свойства 1—3 ортогональных операторов (см. стр. 173)

переносятся на унитарные операторы без изменений.
Фактически сохраняется и свойство 4:

4. Если ^ — унитарный оператор, то для того, чтобы

оператор ast был унитарным, необходимо и достаточно,
чтобы се по модулю было равно 1, ибо

(а^х, asty) = аа Ых, sty) = | а |2 (х, у).

Пусть А — матрица унитарного оператора $& в

ортонор миров а ином базисе еи е2, ..., еп. Тогда
образы sf>eu s£e2, ..., s4>en базисных векторов еи е2, ,..,*я
сами образуют ортонормированный базис: ($ФеизФеу) =
= 0 при 1фк и (s&eu $Фе{) = 1, т. е.

ацохк + a2ia2k + ... + ащапк = 0 при I Ф k,

аиаи + a2ia2i + . „. + an&ni = | аи |2 +1 a2i J2 + ,. f (2')
... + | ani |a = 1 при всех /.

Далее, если $t> — унитарный оператор, то оператор
^* ±= j^-1 —тоже унитарный, и значит, столбцы матри*
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цы Л*, т. е. строки матрицы Л, тоже образуют ортонор*
мированную систему:

dh\di\ + uh2ui2 +... +aknain = О при 1фк,

апап + ai2an + ... + ainain = (З7)
= \ап\2 + \а^+...+\а1п\^\

при i= l, 2, ..., п.

Матрица Л, для которой Л* =Л~1, т. е. матрица^
элементы которой удовлетворяют условиям (2') (или
равносильным им условиям (3')), называется унитарной
матрицей. Таким образом, матрица унитарного
оператора в любом ортонормированном базисе является

унитарной. Обратно, если в каком-то ортонормированном
базисе матрица оператора зФ унитарна: Л* = Л*1, то

$ф* = ^-1 и оператор зФ является унитарным.
Теорема 6 переносится на уйитарные операторы без

изменений: ортогональное дополнение R?
подпространства Ru инвариантного относительно унитарного
оператора" s4>, инвариантно относительно dl>. Теорема 7

принимает такой вид:

Теорема 7'. Собственные значения унитарного
оператора по модулю равны 1.

Доказательство. Пусть х — собственный вектор
и Я — соответствующее собственное значение унитарно»
го оператора зФ\ тогда s£x = Xx и (s4>x> $t>x) = (х, х).

Но (stx, s4>x) = (hxt Хх) = М,(*, х) =|Х|2(х, л;);
а так как (х, х) Ф 0 (х — собственный вектор, и значит,

хфО), то \Х\2= 1, или \Х\ = 1.
Таким образом, спектр унитарного оператора

расположен на единичной окружности комплексной плоскости.
Новой является следующая
Теорема 10. Матрица унитарного оператора st>

комплексного евклидова пространства R в некотором
ортонормированном. базисе приводится к диагональному
виду (где все элементы главной диагонали по модулю
равны 1).

Доказательство. Пусть Х\ — одно из

собственных значений (унитарного) оператора s4>. По теореме
7', \\\| = 1. Соответствующий %х (единичный)
собственный вектор обозначим через е\. Тогда $Фе\ = Я^.
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Пусть R\ — одномерное подпространство,
порожденное вектором е\. Его ортогональное дополнение R£
инвариантно относительно s4>.

Если, далее, %2 (где |Х2| = 1)—собственное
значенные оператора $t> в подпространстве Rf и

е£—соответствующий (единичный) собственный вектор, то

«$#02 =* ^2. Обозначим через /?2 (инвариантное)
подпространство, порожденное векторами ех и е2. Тогда

подпространство^ тоже инвариантно относительно s&.

Продолжая это построение, мы найдем п попарно
ортогональных (и, следовательно, линейно независимых)
единичных векторов еи 02, ..., еп — собственных

векторов оператора $&. В базисе, состоящем из этих

векторов, матрица оператора $Ф имеет диагональный вид

[Кг
0 ... 01

0 Я2 . . . 0

0 0

#

КпЛ

Все элементы, стоящие на главной диагонали этой

матрицы, по модулю равны 1.

Отсюда, в частности, видно, что определитель

матрицы унитарного оператора в любом базисе (он ведь
не зависит от базиса!) по модулю равен 1 (ср. с

теоремой 8),

§ 6. Произвольный линейный оператор
в евклидовом пространстве

Теорема 11. Всякий линейный оператор si в

комплексном евклидовом пространстве можно представить
в виде s& = & + №, где ЗВ и Ч? — эрмитовы операторы.

Доказательство. Допустим, что такое

представление возможно; тогда

&* — Л* + {№)* — Я*— Л?* =#— Я\

так как Я* = # и V* «* #. Из равенств ie|+iy
й s$* **i9b — ffi находим, что
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Легко видеть, что операторы

Ж=1(Л+ ■/*•) и g=-i(«**—Л)

действительно являются самосопряженными и что Л =

Представление Л — Зэ + Ж напоминает разложение4
комплексного числа на вещественную и мнимую части

(ведь самосопряженный оператор имеет вещественный
спектр!). Более содержательна, однако, следующая

Теорема 12. Каждый невырожденный линейный

оператор Л в евклидовом пространстве можно

представить в виде произведения Л = 11%, где
%—самосопряженный оператор с положительными собственными

значениями, (такой оператор называется
положительно определенным, или просто
положительным), а %—унитарный (а в случае
вещественного пространства—ортогональный) оператор
(собственные значения которого, как известно, по модулю
равны 1).

[Такое разложение в произведение вида %%
линейного оператора напоминает

тригонометрическую форму комплексного числа: если а=^0, то а =

= r(cos(p-Hsincp), где г > 0, а число cosq> + isinq> по

модулю равно 1.]
Доказательство. Заметим сначала,

*

что если

Л—произвольный линейный оператор в евклидовом

пространстве, то оператор 5Э = А*А (так же, как и

ЛЛ*) является самосопряженным, так как

UO ;s=: \t/L t/l) ===: vL t/L ?=* Л Л ==
JQ»

Если оператор Л -г- невырожденный, то при хфО и

Ах Ф О, а значит (Ах, Лх) > 0. Покажем, что в этом

случае все собственные значения оператора 53 = А*А
положительны. Действительно, пусть К—собственное
значение, г х—соответствующий собственный вектор опера-
гора 5В. Тогда хфО и 53х = кх. В этом случае (53х,х) =
*=(А*Ах, х) = (Ах, Ах)>0. Но (5дх, х) = (Хх, х) =
= k(x, х). А так как (х, х) > 0, то и А,> 0.

Докажем теперь само утверждение теоремы. Если
оно справедливо, т. е. если оператор Л можно предста-
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вить в указанном виде Л= ЭД#, то оператор

^ = Л*Л *= Си^Ш= %«№%$ = %^

Возьмем в качестве базиса пространства R тот (орто-
нормированный) базис, jb котором матрица

(самосопряженного) оператора !В = Л*Л приводится к

диагональному виду

"А* 0 ... О

О Яа ... О
£=

О О *J
(8)

где по доказанному все к{ > 0. Обозначим через
% «положительный квадратный корень» из 3d, т. е.

оператор Й\ матрица которого в том же базисе имеет вид

С=
о Vh

о о ..Укл

Тогда ясно, что %—положительно определенный
оператор и что i?2^,©. Если теперь положить Л =■

— 4*$; то оператор 11— ЛЯ"1,' и нам остается только

показать, что оператор 11—эрмитов (в
вещественном случае—ортогональный). Но это видно из

равенства

4*41 = (ЛЯ-^ЛЯ-1 = {Я"1)* Л*Л%-г =

— и теорема доказана.
Аналогично можно доказать, что всякий

невырожденный линейный оператор Л можно представить и в

виде </£ = #!%, где *ёх—положительно определенный,
a (Ul—унитарный (ортогональный)" операторы. Можно

доказать, что указанное в теореме разложение
единственно.

В случае вещественного пространства можно

сказать, таким образом, что каждое невырожденное линей*
ное преобразование сводится к нескольким симметриям
относительно гиперплоскостей, нескольким поворотам
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около (п—2)-мерных «осей» и нескольким

растяжениям вдоль попарно ортогональных прямых.
Пример. Пусть оператор Л в базисе (е1У е2) имеет

невырожденную (| А | = 4 Ф 0) матрицу

L 2 V2]

Произведение

= в

— симметрическая матрица, из которой надо «извлечь

квадратный корень». Собственные значения В—это

^=16и Яа=1. Соответствующие собственные

векторы ^ = (l,j/"2) и еа
= (—К2, 1). В базисе (<>;, е2')

матрица оператора 3d приводится к виду Bt = 0 j
•

Значит, «положительный квадратный корень» из нее —

это Q= 0 1
• Матрицей перехода от базиса (е19 е2)

Г 1 -/г]
к базису (е'и ег) будет А = I, а обратной

1 Г * V"2]
к ней—A""1 = -j

„ . Следовательно, в старом

базисе (elf еа) матрица оператора #—это

^-=[,Г1[::]4[_;,
^2

1

2 ]/"2

L/"2 3

и тогда

</..<:-.=[: -у
(при этом А— 11%—оператор Л представлен в виде

произведения положительно определенного и унитарного
операторов).



ГЛАВА VI

I БИЛИНЕЙНЫЕ И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

Результаты первых пяти параграфов этой главы от*

носятся к вещественному пространству. В

последнем, шестом, параграфе они обобщаются на

комплексный случай. \ •

§ 1. Билинейный функционал. Билинейная
и квадратичная формы

Определение 1. Заданная в (вещественном)
'векторном пространстве R функция двух переменных
А{*> У)> относящая каждой паре х, у векторов число

А(х, у), называется билинейной функцией, или

билинейным функционалом, если

A(x + ytz) = A(x,z) + A(y,z),
А (ах, у) = аА (х, у),

A(zfx + y) =A(z,x) +A(z,y)t
А (х, ay) = аА (х, у),

где х, t/, z — произвольные векторы из R и а —любое

(вещественное) число.

Таким образом, А(ху у) есть линейный функционал
по х при фиксированном у и линейный функционал по

у при фиксированном х.

Примером билинейного функционала может служить
скалярное произведение (х> у) векторов
(вещественного) евклидова пространства.

Найдем выражение билинейного функционала в

координатах. Пусть в пространстве R задан базис ей е%% •••

.,., еп, и пусть

/ х = ххе{ -f x2e2 +1, • .Н- хпеп,

у = Ухех + у2е2 +'... {+упеп.
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Тогда

А (х, у) =»

- A (xxex + х2е2 + ... + xnent у^ + у2е2 + ... + упеп) =
п п

= 2 XiykA(eitek)=* 2 «!**#*,

где коэффициенты aift = А (еи ek) зависят от

базиса и не зависят от х и у. Таким образом, в заданном
базисе билинейный фунщцонал представляется били-

п

не иной формой, т. е. выражением вида 2 #iA#i*/A*).

Матрица А = [а<А] называется матрицей этой-б и

линейной формы. В частности, скалярное
произведение (х, у) представляется билинейной формой

п

2 giA*#A, где gik=*(eueh).

Билинейную форму A(xt у) можно рассматривать как матричное

произведение

X'AY,

где Я— столбец (и значит, транспонированная к X матрица X'~*

строка) из координат вектора х, Y — столбец из координат вектрра у
и А -=- матрица билинейной формы.

Найдем, как изменяется матрица билинейной
формы при переходе к новому базису. Пусть в базисе

Л (*,*/) = 2 ci{hXiyhl где aift = Л (ei? еА),

и пустьej, ^2, • .,£п-~ новый базис, в котором
п

Л (*,#)=* 2 bpqxpyqt где bpq = A(ePle'q).

Положим Л = [a<ft], В = [&<*] и обозначим через С =
«в [cttJ матрицу перехода от старого базиса к новому;

*) Сам билинейный функционал /(*, у) часто тоже называют

билинейной формой.
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тогда

bpq и A \ePi eq) ==*

«=Л (CiPel+c2pe2 + ... + спреП) с^+с^ + .. • + cnqen)=
п п п

"= 2 CiPchqA (е^ ек) = 2 c^ck(flik =■ 2 oipaikchq.

Обозначив cip через dP<, получим
n

fepg = ^ dpidihCkq'

Матрица [dpi] = С является транспонированной к
n

матрице С = [cip]. Далее, так как 2 я^Ад есть элемент,
fc=i

стоящий в i-строке р q-ы столбце, матрицы АС, то

2 dPiaikckq = 2 dPi I 2 aiVAg I

— это элемент, стоящий в p-ft строке и q-м столбце мат*

рицы САС. Таким образомг

В = С'АС. (1)

Заметам, что так как матрица перехода С (а значит,
и С) является невырожденной (т. е. имеет ранг п), то

ранг матрицы В равен рангу матрицы А (см. § 6
главы III). Таким образом, ранг матрицы билинейной

формы не зависит от выбора базиса и может быть назван

поэтому рангом самой билинейной формы (билинейного
функционала).

Приведем еще другой вывод формулы (1). В обозначениях § 3
главы III имеем ХСт = СХВ0В и УСт = СУнов. Далее, из равенства

($1Я)
* ■= &*Ж* (§ 2 главы V) для матриц вытекает равенство

(АВ) в В А' — оно справедливо, впрочем, не только для

квадратных матриц, и, значит,Х'ст =*= ХН0ВС. Следовательно,

А (х, у) = ЛСТЛСТУ ст
= АН0ВС ACTCYнов.

Но А (х, у) = ^нов^нов^нов и» значит, ^Ьв — СЛСТС (легко
видеть, что из равенства X'B{Y = X'Btf, справедливого для любей

строки X' и любого столбца У, вытекает, что Ъ\ ев в2).
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Билинейный функционал А(х, у) называется сим-

ме*рическим, если для всех х и у из R

A{xt у) = Л(г/, х).
В этом случае aih = A{eu ek)=A(ehi е{) =ahit т. е.

матрица laih] соответствующей билинейной формы (в
любом базисе) будет симметрической; обратно,
если матрица билинейной формы (в каком-то базисе) —

симметрическая, то и соответствующий билинейный

функционал будет симметрическим (почему?).
Примером симметрического билинейного функционала может

служить скалярное произведение векторов
пространства со скалярным произведением. Последний пример
является вполне общим, так как и, обратно, каждый
симметрический билинейный функционал А(х, у)
удовлетворяет, очевидно, условиям 1—3 из § 1 главы IV и,
значит, может быть принят за скалярное произведение.

Если в симметрической билинейной форме А(х, у)
положить у и* х, то получится квадратичная форма
А(х, х). При этом матрица А квадратичной формы
A (xt x) — это, по определению, симметрическая

матрица А отвечающей А(х, х) билинейной формы
А(х, у). Заметим, что по квадратичной форме
породившая ее симметрическая билинейная форма
определяется однозначно. Действительно, пусть А (у, х) = А (х} у)
при всех х и у. Тогда

А{х + у,Хт\-у) = А{х, х) + 2А{х,у) + А(у,у),
откуда

А (х,у) = -~ W (х + у,х + у) - А (х, х) - А (г/, у)].

Билинейная функция А (х, у) называется

кососимметрической, если

A{xty) =—A{y, х)

при всех х, y&R. В заданном базисе кососимметри-
ческая функции представляется кососимметрической
формой

п

Л (*,#)= S aikXiykt

где aih=*A(eu eh)=—A(ek1 e{)=,— ahi при всех i, k и,
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в частности, ан
— О при всех I. Так, в трехмерном

пространстве кососимметрическая форма имеет вид

а\2(Х[У2 — х2у\) +а1г{х1уг — х3у1) + а2г{х2уъ — хъу2).

Пусть А(ху у) —произвольный билинейный

функционал. Тогда В (х, у) = -т>" [А (х, у) + А (у, х)\ является,

очевидно, симметрическим, а С(х, у)—-^^ (х, у)—А(у, х)]
— кососимметрическим функционалами. Но

А(х9у)штВ(х9у) + С(х9у); у

следовательно, каждый билинейный функционал может

быть представлен в виде суммы симметрического и ко-

сосимметрического функционалов.

§ 2. Приведение квадратичной формы
к сумме квадратов

Теорема 1. Пусть A(xt x)— произвольная
квадратичная формате n-мерном векторном пространстве.
Тогда найдется такой базис, в котором эта форма
приводится к сумме квадратов (т. е, в котором все

коэффициенты при попарных произведениях координат вектора
х равны нулю).

Доказательство проведем индукцией, по числу
входящих в форму переменных. Если в А(ху х) входит

лишь одна координата, скажем,

A (xt х) = апх2и

то наше утверждение очевидно. Предположим, что оно

справедливо для всех квадратичных форм, зависящих
от m— \ координат, и рассмотрим квадратичную форму,
зависящую от т переменных:

А \ХУ X) = #ц#1 + ^#i2#i#2 "Т ^22^2 "Г • • • "Г QmmXm-

Если здесь есть хотя бы один квадрат с отличным от

нуля коэффициентом, например, если Отт ¥* 0, то

соберем все члены, содержащие хт:
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и «выделим полный квадрат»:

£(1\тХ\Хт т* ^#2го#2^и i • • • "Т ^m-i,m#m-i#m -J- CLmmXm'^'

8=5 ~ \aimxl "г #2m#2 т • • • "Г #m-i,m#m-i "Г ummXm) —"

—

л
(aim#i + #2m#2 + • • • 4" #m-i,m#m-i)*«

Тогда

Л (*, *) =*
^ famXi + d2mX2 + • • • + CLmmXm)% + В (xt X),
amm

где квадратичная форма В(х, х) зависит уже только от

т— 1 координат: Х\\ х2, ..., хт-ь Положим

У\ = Х\> У2 =*2, • ••» Ут-\ — хт-1,
»

#т — й\тХ\ + 02т#2 + • • • + йттХту

Ут+\ == Xm+lt • . •> */п === Хп.

Так как определитель

1

0

\а1т
|о

0

1

а2ТП

0

0 ...0 ...0]
0 ...0 ...0

aam'"amm •••°

0 ...0 ...1

то этот переход к новым координатам вызывается

переходом к некоторому новому базису — с матрицей
перехода, обратной матрице определителя D (см. § 6
главы II).

По предположению индукции, форму В(х, х),
зависящую от m— 1 переменных хи х2, ..., xw-i,
посредством перехода к новому базису можно привести к

сумме квадратов. При этом окончательно приведется к

сумме квадратов и форма А(х, х).
Мы предполагали, что хотя бы один из квадратов

входит в форму А(х, х) с ненулевым коэффициентом.
Если это не так, т. е. если все а« = 0, то допустим, что,
например, а\% ф 0, и положим

*\ = У\ + У*> Ч = Ц\ —Уг> Ч = ув. ..., Ч =Уп
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— это соответствует переходу к новому базису

^1 = ^1 "Г ^2» #2 = ^1 ^2, ^3 == ^3» • • •
» ^п == #п

с матрицей перехода
Г1 1 0...0-J
I 1 —1 0 ... О

О 0 1 ... О I

Lb о о ... 1J

(определитель этой матрицы равен —2Ф0). При этом

произведение ххх2 обратится в у\ — у\, и мы придем к

первому случаю.
*

Мы доказали, что если в n-мерном векторном
пространстве R задана произвольная квадратичная форма,
то в R можно найти такой базис, в котором эта
форма приведется к сумме квадратов:

А {х, х) = а^х? -Ь я2*? + ... + апх'п, (2)

где х'и х[, ...,*п— координаты вектора х в новом базисе.

Коэффициенты а< могут быть и положительными и

отрицательными; некоторые из них могут быть равными

нулю. Сделав еще одну подстановку V\ а,{\х\ = ziy если

а{фО nx'j=Zj, если <^
= 0, приведем квадратичную

форму А (лс, х) к виду

А (х9 х) = ± г\ ± г\ ± ... ± г™,

где коэффициент перед каждым неизвестным zu г2,...
..., гт равен + 1, или — 1, или, после изменения

нумерации базисных векторов,— к виду

А (х, х) = гх -\- г2 + • • • + гР — 2р+1 — • • •

—

zv+q-

Пример. Квадратичную форму х\ + 2*х*2 + Зх* + 4*х*3 +

•+- 6*2*з + 3*з привести к сумме квадратов.

Решение,
.

А (*, х) = (хг + х2 + 2*,)2 + 2*2 + 2*2*3 -4 я»

= (*i + Ч + 2*з)2 - (*, - *з)2 + 3*2 = г\ + г\ - г*.

где гх
= *х + *2 + 2*з, г2 = Т/3*г, га = *»

~

*з-

* Л. И. Головина
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§ 3. Закон инерции квадратичных форм

Приводя квадратичную форму А (х, х) к сумме
квадратов разными способами, мы будем получать в

формуле (2), вообще говоря, разные коэффициенты. Однако
имеет место следующее важное обстоятельство:

Теорема" 2 (закон инерции квадратичных форм).
Если квадратичная форма приводится к сумме
квадратов в двух разных базисах, то число членов с

положительными коэффициентами, так же как и число членов

с отрицательными коэффициентами, в обоих случаях
одно и то же.

Доказательство (от противного).
Предположим, что в базисе ех, е2, ..., еп квадратичная форма
А (х, х) имеет вид

А (X, X) = Хг -\- Xz + . . . -(- Хр— Хр+^
—

... —Xp+q, (о)

где х{
— координаты вектора х в этом базисе; и пусть

в другом базисе е[, е21 ..., е'п\

А(х9 х) = х? + х?+...+х'к2—х'к%1—...—х'к\т, (4)

где х\—координаты вектора х в новом базисе. Пусть,
например, p>k. Рассмотрим в пространстве R

подпространство Rlt порожденное векторами е1$ е2, ..., epi и

подпространство R2, порожденное векторами e'k+u 4+2» ...

..., е'п. Так как сумма их размерностей, равная р +
+ (п—&), больше я, то их пересечение имеет ненулевую
размерность (теорема 5 из § 9 главы II), т. е.

существует вектор хфО, принадлежащий /^П^г- Этот

вектор можно представить как в виде

х = а1е1 + а2е2+ ... +арер,
так и в виде

X = h+A+1 + P*+ 2^+ 2 + • • • + Р„С

Для вектора х по формуле (3)

А(х, x)=a2 + al+...+a2p>0,

так как хотя бы одно из vt Ф 0; в то же время по

формуле (4)
А (х, х) = _ pi^-pj^- ... -pj^ < 0
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(последнее неравенство
—

нестрогое, потому что

-возможно, что k -f m < п).
"*

Мы, пришли к противоречию, откуда и следует, что

p^k. Аналогично получаем и неравенство p>k.
Следовательно, р = k. Так же доказывается, что q = т.

Легко видеть, что сумма р -f q равна рангу г

квадратичной формы А(х, х). Разность р — q называется

'сигнатурой формы А(х, х).

§ 4. Определенные формы

Определение 2. Квадратичная форма А(х, х)
называется положительно (отрицательно) о п-

редел е нно й; если А (х, х) > О (Л (х, х) <0) при всех

x=£Q, и положительно (отрицательно) по л у-

оп,р еде ленной, если Л(х, х) > 0 {А(х, х) < 0) при
всех х.

Так, если А(х, у) = (х, у) — скалярное произведение
в евклидовом пространстве, то соответствующая
квадратичная форма Л (л:, х) = (х, х) (скалярный квадрат

вектора х) является положительно определенной.
Ясно, что положительно определенная квадратичная

форма приводится к сумме квадратов с положительными

коэффициентами, а положительно полуопределенцая

форма — с неотрицательными коэффициентами
(некоторые из которых могут равняться нулю). Важным

условием положительной определенности формы является

следующая

■Теорема 3 (критерий Сильвестра). Для того

чтобы квадратичная форйа А (х, х) была положительно

определенной, необходимо и достаточно, чтобы были
положительны все «угловые миноры» матрицы А = [aik],
т. е. чтобы-имели место неравенства

Ai = яц >0,

'дН«!:*и1>о'л*=
Доказательство проведем индукцией по числу входящих

в форму переменных.
Для квадратичной формы, зависящей от одной переменной,

А (х,х) = aax*t и наше утверждение очевидно. Предположим, что,

7*

*1за2зазз

>0 АЛ = |Л|>0.
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оно справедливо для всех квадратичных форм, зависящих от «—1

переменных, и рассмотрим квадратичную форму А (х, х) =

п

— V aikx.xki зависящую от переменных хи х2) ..., хп.

i.k=l
1 Доказательство необходимости. Если

представить положительно определенную форму Л (х, х) в виде

п-1 п-1

А (х, х) - ^ aihxixh + 2 2 ainXiXn + "па**

п-1

то* квадратичная форма В (*'. х') — ^ а^хл^ зависящая от п— 1

i,fc=l

переменных хи х%, ..., хп-\ (и рассматриваемая, конечно, в (п—1)
мерном пространстве), будет положительно определенной, так как

если В(х', х') ^0 при х' = (х\, х2, ..., хп-\}, то при х =

= (jci. *2, •
•., *n-i 0) мы имели бы A{xt x) ^ 0. По предположению

индукции, все угловые миноры матрицы квадратичной фбрмы В(х',х')
положительны, т. е.

Д1 = «11 > °» Д2 =

>0.

Остается доказать, что и Дп = \А\ > 0.
Мы знаем, что положительно определенная квадратичная

форма А(х, х) в некотором базисеelt ev ...ten приводится к сумме

квадратов

А (х, х) = х'\ + х'\+... +х'\.
В этом новом б-азисе определитель ее матрицы равен 1 и, значит, он
больше нуля. Однако при переходе к новому базису матрица
билинейной формы преобразуется по формуле (стр. 189)

в = аас,

где А — ее матрица в старом базисе, В—в новом и С—матрица
перехода от старого базиса к новому. Следовательно,

|Я| = |С'| \А\ \С\ = \А\ \С\К (5)

Но так как \С\ ф 0 и |Д| > 0, то и

И|-Д«>0.

2. Доказательство достаточности. Предположим,
что все угловые миноры матрицы квадратичной формы А(х, х)

«11 «12

«12 «22 1

■ Ап-1 =

>о,

«11

«12

Ч,п-

••

1

«12

«22

«2,П-1

'• fll,n-i
•' а2,П-1

«Л-1.П-1
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положительны:

Д, > О, Д2 > 0 Д„-1 > О, Д„ = \А | > О,

и докажем, что квадратичная форма А(х, х) положительно

определенная. Из предположения индукции вытекает, прежде всего,
положительная определенность квадратичной формы В (x't x') =

n-i

= 2 aikxixh ог п ~~~ ^ переменных (в (п—1)-мерном простран-

стве); *Следовательно, В(х', х') в некотором новом базисе
приводится к сумме кэадратов:

,2 ,2 ,2
В (*', X') = А^ + Ха + . . . + *п_г

Сделав соответствующую замену переменных хх, x2t ..
, xn-i и

положив, кроме гого, хп
= л:^, мы получим

,2 /2 ,2

Л (*, X) = Д?1 + Х2 + • • ' + Кп-\ +

+ 2 (6ln¥n + *2ЛVn + • • • + Ьп-1.п*п-1хп) + flnn*ii »

где bin — какие-то новые коэффициенты. Далее имеем

А(х,х) = (х1 + Ь1пх-Пу +

bn-l,nxn)2 ~Ь ^*л »

где, очевидно, Ь = дпл
— 6^п — Ь\п — ...

— &n-i,n« й» полагая

я/ + ^in^n = */i, J = 1, 2, . .
.,
П — 1, Хп = Уп

(что соответствует переходу к новому базису, с матрицей,
определитель которой равен единице), получим

A{x1x)=y\+yl+...+yl_1 + byl.
Определитель матрицы этой квадратичной формы равен Ъ% а так

как знак его, как видно из формулы (5), совпадает со знаком Дп,
то Ъ > О, и значит, квадратичная форма А(х, х) — положительно

определенная. Теорема доказана.

Теперь нетрудно найти и условия отрицательной оп-
п

ределенности квадратичной формы А(х,х) = 2 flu****.

Для того чтобы квадратичная форма А (х, х) была

отрицательно определенной, необходимо и достаточно,

чтобы квадратичная форма
п

— А(х,х)-= 2 (— a**) xtxh
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была положительно определенной, а значит — чтобы все

угловые миноры матрицы

22

т. е.

— а
In

"22

*11

были положительны. Но это означает, что

Ai = Ян < °, д2 =

А,

>0,

<0,..;,

т; е. что знаки угловых миноров матрицы А чередуются,
начиная со знака минус.

Пример. При исследовании на экстремум функции

F(x, у, г) = 2х2 + у2 -f- 1\z2 - 2ху + 4xz-6yz~2y + 8г,

находим, что ее частные производные обращаются в нули при

*= 1, у = 2, z = 0.

Второй дифференциал функции F(x, г/, г) имеет вид

cPF = 2(2dx2 --2dx dy + dy2 + \dx dz — 6dy dz + Udz2).

В скобках — квадратичная форма относительно дифференциалов
независимых переменных dx, dy, dz. Угловые миноры ее матрицы

Дх = 2, Д2 = |
2 - 1

= 1, Аз-

2—1 . 2

1 1-3

2-3 И

= 1

положительны Следовательно, эта квадратичная форма
положительно определенная, и заданная функция имеет в точке (1, 2, 0)
минимум.



§5] ФОРМЫ В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 199

§ 5. Билинейные и квадратичные формы
в евклидовом пространстве

Лемма. Пусть R (вещественное) евклидово
пространство и С = [cik] —матрица перехода от одного ор-
тонормированного базиса еи е2, ..., еп к другому, тожз

ортонормированному базису еи e2i .. .,еп. Тогда С —

ортогональная матрица.

Доказательство. По условию,

• е\ = cliel + c2ie2 + ... + cnient i = 1, 2, ..., п.

Рассмотрим линейный оператор <8 с матрицей С в

базисе еи еъ .
г., еп. Мы имеем

Vei =£1^1+ c2ie2 + ... + Спгвп =/и i = 1, 2, ..., п.

Но оператор ^, переводящий хотя бы один

ортонормированныи базис в ортонормированныи же,—

ортогональный (см. § 4 главы V). Следовательно, С —
ортогональная матрица.

Пусть теперь в евклидовом пространстве R выбран
ортонормиррван,ный базис еи е2, ..., еп, и пусть

дан билинейный функционал А(х, у), который в этом

базисе представляется билинейной формой
п

А(х,У)=* 2 сцкХгук,

где х = ххе{ + х2е2 + ... + хяеп, у = У\ех + у2е2 +'...
. Г.+ у«еп. Рассмотрим линейный оператор ^ с той

жче матрицей А в том же базисе еи е2у ...,, ёп. При

переходе к новому базису еи е2, ..., ^ с матрицей
перехода С матрица А билинейной формы перейдет в

САС,

а матрица линейного оператора $& — в

С~1АС,

т. -е., вообще говоря, эти матрицы преобразуются не

одинаково. Однако если новый базис е[9 е'2, .. .,е'п —
тоже ортонормированныи, то, матрица перехода С

ортогональна и С'=С~1. В этом случае матрица
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билинейной формы А(х, у) и матрица линейного

оператора зФ преобразуются одинаково. Таким образом,
в евклидовом пространстве каждому билинейному
функционалу соответствует вполне определенный линейный

оператор (имеющий ту же матрицу в любом ортонорми-
рованном базисе).

Если А(х, у) —симметрический билинейный

функционал, то соответствующий линейный оператор s& будет
самосопряженным. Но матрица самосопряженного
оператора в некотором ортонормированном же базисе

приводится к диагональному виду с собственными
значениями Xi, Яг, ..., Яп на главной диагонали. При этом, если

п„ п

X = 2 *ieU У = 2 yfiU

то билинейная форма А (х, у) = 2 ^ixiUu а соответствую-

щая квадратичная форма А(ху х) приводится к сумме
квадратов:

h\Xi ~Ь Я2^2 -f- •. • + л*пхп.

Пример. Квадратичную форму
А (х, х) = 66л:2 — 24ху + 59у2

в евклидовом пространстве R2 переходом к новому ортонормирован-
ному базису привести к сумме квадратов.

Решение. Характеристический многочлен матрицы А этой

формы
166 — Я - 12 |

Ф(А)-| _12 59-Х
Л2 - 125А, + 3750.

Его корни Х\ = 75, А.2 = 50.
В новом базисе (состоящем из собственных векторов операто.-

ра Л, соответствующих собственным значениям %\ и К2)

А (х, х) = 75*1* + 50^2.

Легко видеть, что квадратичная форма А(х, х)
тождественно равна скалярному произведению (s&x, x).
Выше мы назвали положительно определенным
самосопряженный оператор с положительными

собственными значениями. Ясно, что для того чтобы

самосопряженный оператор s& был положительно определенным,
необходимо и достаточно, чтобы была положительно
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определенной соответствующая квадратичная форма
А(х, х), т. е. чтобы при всех хфО выполнялось

неравенство (s&x, x) = А (х, х) >0.
Методами математического анализа можно показать,

что наименьшее из собственных значений %х, %2, ...

..., К самосопряженного оператора зФ равно
минимуму, а наибольшее — максимуму квадратичной формы
А(х, х) = {six, x) на «единичной сфере». х\ + х\-\-.,.
• • • + Хп = 1. (Для того чтобы доказать это, надо найти

экстремумы функции Хгх\ f Х2х\ -f- ... + knxl при

условии, что х\ + х\ + ... + х\ = 1.)

§ 6. Билинейный функционал
в комплексном векторном пространстве

Билинейный функционал в комплексном

пространстве иногда задают определением 1; однако чаще

используется следующее
Определение Г. Функция А(х, у) двух

переменных^ заданная в комплексном векторном пространстве
/?, называется билинейным функционалом, если для
всех х, у, z из R и любого (комплексного) числа а

А(х + у, z) = А(х, z) + А(у, г),
А (ах, у) = аА (х, у),

A(z, х + у) = A(z, х) + A(z, (/),
А (х, ау) = аА (х, у).

(В дальнейшем мы будем относить определение 1

только к вещественному пространству, понимая под

билинейным функционалом в комплексном пространстве
функцию, удовлетворяющую условиям определения Г*).)

*) В научной и учебной литературе удовлетворяющую
перечисленным условиям функцию А(х, у) двух векторов комплексного

линейного пространства чаще называют билинейной эрмитовой, или

полуторалинейной, и говорят, что она является линейной по первому

переменному х и антилинейной по второму переменному у (или
является линейной 1-го рода по переменному х и линейной 2-го рода по

переменному у). Мы, однако, и здесь сохраним термин «билинейная

форма» (или «билинейный функционал»).
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-Легко видеть, что в комплексном векторном

пространстве билинейный функционал в координатах
представляется билинейной формой

п

• А (х, у) = 2 CLikXiyki где aih = A (еи ek).
i,A=l

В частности, скалярное произведение (#, у) представ-
п

ляется билинейной формой 2 gikX%yk> где gik^ (e\,ek)\
п

в ортонормированном базисе (х, у) = 2 -^ii/i.

При переходе к новому базису с матрицей перехода
п

С = [cik] билинейная форма А (х, у) = 2 ctikXiy^ пре-
п

образуется в 2 ЬРкхруЯ9 где bpq = A(e'Pi e'q). Если С—
г,к=1 __

матрица, транспонированная к С, а С—матрица,
комплексно сопряженная к матрице С (все ее элементы

являются комплексно-сапряженными к соответствующим
элементам матрицы С), и В =[bpq], то

В = С'АС.

Это можно показать, например, так: в обозначениях § 3
главы III Хст = СХВ0В, Уст = СУнов и /4 (х, у) =^сИст^с! =*

= *новСЧ^?нов ПоА(х,у) = Х'ноъАНОЪУноь и. значит,

Билинейный функционал, а также соответствующая
ему билинейная форма Л (х, у) называются эрмитовыми,
если А (хг у) = А (у, х) при _всех х, y^R. В этом случае

aik = А (еи ек) = Л (ек, е<) = aki при всех i, k = 1, 2, ...

..., я, т. е. Л = Л*. Очевидно и обратное: если матрица
Л билинейной формы равна Л*, т. е. если при всех /, к

aik = akiy то соответствующий билинейный
функционал— эрмитов. Таким образом, для того чтобы

билинейный функционал был эрмитовым, необходимо и

достаточно, чтобы матрица соответствующей билинейной
формы (в любом базисе) была эрмитовой (ср. стр. 172).

Пусть Л (ху у) —эрмитов билинейный функционал.
Положив у = х, мы получим эрмитов квадратичный
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функционал (форму) А(х, х). В этом случае А(х, х) =
= Л(х, х) при всех XGi?, и значит, эрмитова
квадратичная форма принимает только вещественные значения.

В комплексном векторном пространстве каждая
эрмитова квадратичная форма А (х, х) в некотором базисе

приводится к виду
■

'

А(х, *)=Ы*1|2 + Ы*2|2 + ... + Ы*п|2, (6)

где все |* вещественны (это нетрудно доказать,
видоизменив соответствующим образом доказательство

теоремы 1, см. стр. 191), причем если эрмитова квадратичная
форма в двух разных базисах приведена к виду (6), то

число положительных и число отрицательных квадратов
в обоих случаях одно и то же. Наконец, определение
положительно определенной эрмитовой формы
и критерий Сильвестра без труда переносятся
на комплексный случай.

. Пусть теперь R—(комплексное) евклидово

пространство. Аналогично вещественному случаю (см. лемму на

£тр. 199), можно показать, что матрица перехода С от

одного ортонормированного базиса к другому, тоже ор-

тонормированному, унитарна.
Пусть ей e<i, ..., еп — ортонормированный базис в /?,

и пусть А(х, у)—эрмитов билинейный функционал,
который в этом базисе представляется билинейной формой

п

А (х, у) = 2 aikXiljk,

.где a,k = ahi при всех i, k.

Рассмотрим линейный оператор s&' с матрицей Л',
транспонированной по отношению к матрице А

билинейной формы А(х, у). Так как эта форма эрмитова, то

Л* s А и оператор ^
— эрмитов, а следовательно,

его матрица, в некотором, тоже ортонормированном,
базисе е[, e'2i ...9е'п приводится к диагональному виду

В

причем все %{— вещественны (§ 3 главы V). Если С —

матрица перехода к новому базису, то В = С~ХА'С (§4

[Л
0

Ь

0 ..

V-

о...

.0 -1

.0

■U
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главы IJI). А так как матрица перехода С унитарна, то

С"1 = С, и значит,

В = СА С.

Далее, так как матрица В диагональная, то она

совпадает со своей транспонированной: В/ = В Но

В/=-(С7Л,С), = САС.

С другой стороны, при переходе к базису еи е2, .. .,еп

матрица Л_билинейной формы А(ху у) тоже

преобразуется в САС (см. стр. 202), и значит, в новом базисе она

совпадает с матрицей В' = В. Следовательно, в базисе

ех%е\,...,еп билинейна^ форма_Л(я, у) имеет вид

А (х, у) = ЬхХхух + к2х2У2 + ... + КХпУ*,

где Х{ — собственные значения линейного оператора зФ'

(а значит, и собственные значения оператора^);
соответствующая квадратичная форма А(х, х) приведется
при этом к сумме квадратов:

А(х, х) =U I х, |*+ л2 \х212 + ... + хп\ хп Г.



ГЛАВА VII

ИССЛЕДОВАНИЕ КРИВЫХ

И ПОВЕРХНОСТЕЙ

| ВТОРОГО ПОРЯДКА

В трех первых параграфах этой главы

рассматривается вещественное двумерное пространство (плоскость)
с обьгч'ной, евклидовой метрикой, а в последнем

параграфе— трехмерное вещественное евклидово пространство.

§ 1. Приведение общего уравнения кривой
второго порядка к каноническому виду

Установим на плоскости прямоугольную декартову

систему координат и рассмотрим общее уравнение вто-
' рой степени

f(xy у) = апх2 + 2а12ху + а22у2 + 2а{х +• 2а2у + а = 0.

(1)

Множество точек, координаты которых
удовлетворяет уравнению (1), называется линией (или кривой)
второго порядка. Как известию, при некоторых частных

значениях коэффициентов уравнение (1) будет уравнением
эллипса (t. + j£ = 1), гиперболы^ - j£ = 1)или
параболы (у2 = 2рх). Мы докажем, что уравнение (1) всегда
является уравнением одной из этих кривых: эллипса,

гиперболы или параболы (не считая случаев
вырождения — пары прямых, если левая часть уравнения
распадается в произведение двух линейных множителей,
точки или «пустого множества», вовсе не содержащего
точек).

Обозначим через е\ и е2 единичные векторы,
направленные по осям • выбранной (прямоугольной) системы

координат. Группу старших членов

апх2 + 2al2xy + a22ylJ (2)

уравнения (1) можно рассматривать как квадратичную
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форму"от координат х, у вектора (х, у). Как было

показано в § 5 главы VI, эта квадратична^* форма в

некотором (ортонормированном же) базисе еъ е2 приводится
к сумме квадратов

hx'2 + hy'2,
*

(3)

где Ki и А,2 — собственные значения матрицы

45 у (4)

а е[ и е2
— соответствующие им собственные векторы.

Пусть вектор е±, получается из вектора ех поворотом
на угол ф против часовой стрелки. Так как вектор е2

ортогонален ей а е2 ортогонален еи то вектора получается
из вектора е2 либо поворотом на угол ф, либо поворотом
на угол ф и симметрией относительно начала координат.
Во втором случае заменим его на вектор е2 = — е\
который тоже будет собственным вектором матрицы (4)"
с тем же собственным значением Х2: если $f.e'2 = Я2£о, то

s&e2 = s& (— ^2) = — s&e2 = — Х2е2 = Х2е2.

Таким образом, можно считать, что новый базис е\ е2

получается из старого поворотом на некоторьш угол ф
против часовой стрелки, т. е. что

ег = cos ф'^х + sin ф-е2,

е% = — sin ф • ег + cos ф
• е2.

Но в таком случае старые координаты х, у (вектора,
а значит, и соответствующей точки) и новые координаты
v', у' связаны соотношениями

х == cos ф
• х' — sin ф • у\

у = san ф • х -f cos ф
• у\

Подставив значения (5) в уравнение (Л), мы

приведем это уравнение к виду

М'2 + Х2у'2 + 2М' + 2Ь2у' + 6 = 0, (6)

где Ь\, Ъ2,*Ъ — некоторые новые коэффициенты, ^та

операция называется отнесением линии к главным осям —
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из дальнейшего будет видно, что если линия (1)
представляет собой эллипс или гиперболу, то новые оси

координат параллельны главным осям кривой.
Коэффициенты %\> %2— это собственные значения

матрицы (4); их можно найти из уравнения

Ф(Ь)
ап-Х ■*12

"22
:.0. (7)

Они вещественны, так как матрица (4) симметрическая
(теорема 4 главы V). Произведение Х{К2 собственных
значений равно свободному члену ср(0) квадратного

уравнения (7), т. е. равно определителю

Рассмотрим теперь отдельно два случая: б ф О
и б = 0.

I. 6 = \\\ч ф 0. Преобразуем уравнение (6)
следующим образом:

Ц' + £)^ *,(• + £)'+* = о,

где с = Ь — *т г-. Сделаем подстановку

х" = • + £., у» = у>+^.
Эта подстановка отвечает переносу начала координат

в точку! у> —^ I при сохранении направлении осей.

Уравнение (6) приведется тогда к виду

К*"2 + Ку"2 + с = 0. (8)

Предположим сначала, что \{К2> 0 (т. е. что б > 0).
В этом случае геометрическое место точек, координаты
которых удовлетворяют уравнению (8), представляет
собой эллипс (рис. 15,а), если знак с противоположен
знаку V, оно сводится к одной точке, если с = 0, и совсем
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не содержит точек, если знак с совпадает со

знаком Хх*).
Пусть теперь Я1Я2 < 0 .(т. е. 6 < 0); тогда (8) будет

уравнением гиперболы, если с Ф 0 (рис. 15,6), и пары

пересекающихся прямых, если с = 0.

У\ Я>0,Я^<0,с<иУ,

чл

Х?0,К?0,с<0

L>
а) 9

Рис. 15.

В случае I линия представляет собой центральную
кривую второго порядка (легко видеть, что для

содержащей хотя бы одну точку кривой (8) начало координат
является центром симметрии).

II. б = %\%2 = 0, и пусть, например, Х2 Ф 0.

Уравнение (1) приводится к виду

Х2у'2 + 2Ь1х' + 2Ь2у' + Ь = 0. (9)

Если Ь\ Ф 0 то, выделив полный квадрат, будем иметь

■('Ч)" + 2&х х' +
■t / ч 2bi

После переноса начала координат

ь ь\

»А;) = 0.

х" = х! +
'Ь.

26, 2VA"1 ""8"1

уравнение (9) принимает вид

К2у"2 + 2Ь{х" = 0.

f = y' + ^

(10)
*) Вместо «точки», определяемой уравнением Х\х"2 + Х2у"2 = 0,

говорят также о паре «мнимых прямых» у ■-±,у
пересекающихся в вещественной (т. е обыкновенной, реально существующей)
точке. «Пустое множество точек» \\х'п + К2у + с = 0, где A,i, Я.2, с —

одного знака, называют также «мнимым эллипсом».
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Это— каноническое уравнение параболы (рис. 16)*
В случае, когда коэффициент Ь\ = 0, уравнение (9)
приводится к виду

/ b V b2

и после подстановки

принимает следующий вид:

W2 + c=0,

КгО

Рис. 16.
где с — Ь — -*-.

Это-—-пара параллельных прямых, если сЯг < 0, пара
совпадающих прямых, если с = 0, и «пустое, множество
точек* (не содержащее ни одной точки) при сА,2>0*).

Таким образом, утверждение, сформулированное
в начале параграфа, доказано.

§ 2. Инварианты кривой второго порядка

Слово ивариантный значит неизменный.

Инвариантами кривой называются такие выражения,
составленные из коэффициентов ее уравнения, которые не

меняются при переходе от одной прямоугольной
декартовой системы координат к другой такой же системе,
т. е. при поворотах осей координат и при
параллельных переносах осей.

Теорема 1. Для кривой второго порядка (1)
сумма коэффициентов при квадратах координат

5 = ап + а22,

определитель, составленный из коэффициентов при
старших членах:

6 = *и "12

вм1

*) Уравнение fay"9 + с =* 0, где fac > 0, определяет, как^ногда

говорят, «пару мнимых параллельных прямых»:^" = ± i VI-
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и определитель третьего порядка
I д*11

Я. я.2

являются инвариантами.
Доказательство. Рассмотрим отдельно перенос

начала координат и поворот координатных осей.

Предположим прежде, что начало координат (при сохранении
направлений осей) переносится в точку с координата-^
ми (а, р). Тогда

х = х' + а,

У = </' + Р,
где х' и у' — новые координаты. Подставляя эти значе*

ния х и у в уравнение (1), получим

ап(х' + аУ+2а12(х' + ее) (*/' + £)+a22Q/'+ Р)2+
+ 2а, (х' + а)+ 2а2(у' + р) + а = 0,

или

ан*'2 + 2аХ2х'у' + а22у/2 +

+2(апа + al2$ + fli)*' + 2(а12а + а22р + а2)у' +

+ («па2 + 2ai2ap + а22р2 + 2uia + 2а2р + a) = 0. (12)

Мы видим, что.группа старших членов вообще не

изменилась, отсюда инвариантность s и б очевидна. (Заме-*
тим, кстати, что коэффициент при *' равен 2(aua-f
+ Д12Р -ЬЯ])= Г*(а, Р) — частной производной от левой
части уравнения (1) по А взятой при х = а, #

= 0; кси

эффициент при у' равен /у (a, Р), а свободный член

равен /(а, р), так что окончательно преобразованное
уравнение принимает вид

апх'2 + 2а1гх'у' + а22у'2 + fx (a, Р) xr +

+/i (a, P)/ + /(«, P) = 0

Для уравнения (12) определитель Д равен

ап al2 ^ja + a^p + aj

а12 а22 al2a + a.J> + az

alla + a1$ + a1 a1%a + a%fi + a% aua2 + 2а12оф + a22p2 +
+ 2flxa + 2a$ + a
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Вычитая из последней строки этого определителя
первую, умноженную на а, и вторую, умноженную на р,
получим

"12

*22 a.jx + a^ + a,

аха +а$ +а

А проделав такие же операции над столбцами
полученного опеределителя, найдем, что он равен

«11
«12

1а1

а12

«22
а2

«ll

аА
а

т. е. равен старому определителю А. Таким образом,
инвариантность Д при переносах начала координат тоже

доказана.

Далее, при повороте осей координат на угол ф мы

переходим от одного ортонормированного базиса к

другому—такому же; следовательно, матрица
квадратичной формы

аих2 + 2а12ху + а22у2

преобразуется так же, как матрица соответствующего
линейного преобразования (см. § 5 главы VI). Но для
линейного преобразования с матрицей

Ki алг~\
Lai2 *mJ

коэффициенты его характеристического уравнения

I "12

*12

«= К2 — (ап + а22) к + ^ii^22 — а\г = W — sk + б

вообще не зависят от выбора базиса (теорема 6 § 8

главы III). Этим доказана инвариантность s и б при
поворотам координатных осей. Аналогично, можно

доказать и инвариантность определителя А.

В самом деле, если мы перейдем к новому базису ev £%1 где

€г = COS ф*^ + Sl'n ф'£2.

е'2 = — sin (p-e1 -f- cos ф-е2,
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то координаты преобразуются по формулам
х = cos ф

• Xх — sin ф • г/',
(13J

у = sin ф • х' + cos ф • у'.

В трехмерном евклидовом пространстве /?3 в ортонормирован-
ном базисе еи e2t ^з рассмотрим квадратичную форму от трех
переменных:

F{x> </, *) = а\\Х2 + 2а12ху + а^у2 + 2axxz + 2a2yz + az2t

которая при z = 1 превращается в /(*, у). При переходе к новому
базису с матрицей перехода

соБф — sin ф 01

sin ф cos ф 0 I
0 0 1J

координаты в R3 преобразуются по формулам
х = cos ф

• х* — sin ф
• у\

У = БШф
• X1 + СОБф • У, (14)

Если 1(х, у) при подстановке (13) переходит в

Ьих'2 + 2ЬХ2х'У + Ъ22у'2 + 2Ь,х' + 2Ь2у' + а

(свободный член при этом, очевидно, не меняется), то ясно, что

F(x, У> z) при подстановке (14) перейдет в

Ьп** + 2Ьпх'у' + Ь22уп + 2bxx'z' + 2Ь2Уг' + az'\

Но при переходе к новому (ортонормированному!) базису
определитель матрицы квадратичной формы не меняется,*следовательно, для

формы F(x, у, z) имеет место равенство

*и

\bi%
l»i

612
ьга
ь*

Ьл
Ьг
а

=

«и
а12

«i

«12

«22

а2

«1

а2
а \

Левая часть его есть определитель Л для /(*, у) в новом базисе ev е^
а правая часть — в старом. Следовательно, и при поворотах
координатных осей этот определитель также не меняется. Теорема
полностью доказана.

По значению б можно судить о типе кривой: если

б > 0, перед нами кривая эллиптического типа

(эллипс, точка или «пустое множество» — «мнимый

эллипс»), если, б <С 0 — кривая гиперболического
типа (гипербола или пара
пересекающихся'вещественных прямых), если 6 = 0 — кривая параболическо-
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го типа (парабола или пара параллельных прямых,
возможно, совпадающих или даже не существующих

—

«мнимых»).
Установленная в теореме 1 инвариантность выраже-

ий s, б и Д облегчает приведение уравнения кривой к

аноническому виду. Так, например, в случае централь-
ой кривой, т. е. при б ф 0, уравнение кривой, как м1ы
идели, приводится к виду^

%\х2 + Х2У* + с = О,

де Хь %2 — собственные значения линейного оператора

матрицей п °12
. Но для последнего уравнения

1аП °22J

д= о \ о \ = ККС,
|о о с|

ткуда Kfac = Д, или 6с = Д, и с = -у-. Таким образом,

каноническое», т. е уже упрощенное, уравнение
дентальной кривой второго порядка, будет иметь вид

Если

М2 + КУ* + -f = 0.

б > 0 и Д Ф 0,

о наша кривая— эл л и пс или «мнимый эллипса

на будет эллипсом (вещественным), если A,i и-тг

азных знаков, т. е. если?^—<0; но так как б > 0

\х— одного знака с 5, то это будет, если sA < 0. Кри-
ая будет «мнимым эллипсом» в том случае, когда

> 0. Если же б >0 и Д = 0, то кривая представляет
обой точку.
Если б < 0, то кривая является гиперболой при
^0 и распадается на пару пересекающихся
рямых при Д = 0.

Для параболы, уравнение которой приведено к ви-

У (Ю),
ю о ь,

= ~ ^1^2,
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откуда

ь,=±j/-a=±/: S

Здесь Ъ\ ф О и, значит, Д Ф 0.

В случае пары параллельных прямых (раз»
личных, совпадающих или «мнимых») уравнение кривой

приводится к виду

В этом случае

Д =
10 0

1° \
;о о

01
0
с

= 0.

Соберем результаты двух последних параграфов в

следующую таблицу:

Ъ>0
Кривая эллиптического,

типа

6<0

Кривая
гиперболического типа

6-0
Кривая

параболического типа

\.ф0

Д-0

А^0

Д=0

А¥=0
А-0

sA<0, Эллипс
sA>0. «Мнимый эллипс»

Точка (пара пересекающихся "в
в этой точке «мнимых прямых»)

Гипербола

Пара пересекающихся прямых

1 Парабола

Пара параллельных прямых
(различных, совпадающих или

«мнимых»)

Из этой таблицы, в частности, видно, что определи
тель Д равен нулю в том и только в том случае, когд

кривая распадается на пару (действительных или

«мнимых») прямых.^
Примеры. Определить типы следующих кривых и привест

их уравнения к каноническому виду.

1. За;2 — 2ху + Ъу2 + 2а — Ау + 1 =0.

2. За:2 — 2ху + Зг/2 + 2х — 4у + 2 ••

3. а:2 + у2 + 2х + 1

4. а:2 + 2ху — у2 — б* + \ц
— 3

5. х2 + 'дху + 2у2 + 2л + Ъу - 3 =0.

0.

:0.

•- 0.
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6. х1 — 2ху + у2 + 4х — 6у+ 1 = 0.

7. х2 + 4ху + 4у2 — 2х — 4у — 3 =0.

8. х2 + 4ху + 4у2 — 2х — \у + 1 =0.

9. х2 + 4ху + 4у2 + 2х + 4у + 2 =0.

Решение.

1. 6 =
3 -II

-1
= 8>0;

это —кривая эллиптического типа. Так как

3 -1 1|
А = -2

1

3^0,

о кривая не распадается. Поскольку s = 3-f-3 = 6nsA = — 18 <
< 0, то кривая представляет собой эллипс.

Далее,

ф(А,) = X2 — sX + 6 = k2-6X + 8 = 0, .

X = 3± 1, hi — 4, к2 = 2.

Каноническое уравнение кривой

_3__
8

~4х'2 + 2у>2-

полуоси этого эллипса

32 ,2 .
16 ,2или Т* +ТГ: 1;

Уз Уз-*
0,3; & = -*Г»0,4.

2.

4У2'

1-1 3
= 8 > 0;

кривая эллиптического типа. Здесь

3 -1

Д = |— 1 3
1 -2

5=^0;

ривая не распадается Так как s «= б и sA — 30 > 0, то это — «мни-

ый эллипс» («пустое множество» точек).

I 1 01
з.

т

б = |0 1| = 1>0;

кривая эллиптическою типа.

А =
(1
0

1

0

1

0

1

0

1
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Эта кривая, уравнение которой можно записать в виде

(* + 1)2 + !/2 = 0,

представляет собой точку

х = — 1, </ = 0

(ее можно также понимать как пару пересекающихся в этой точке
«мнимых прямых» х + iy + 1 = 0 и х — iy -f- 1 = 0).

И 1
6 =

1
= - 2 < 0;

кривая гиперболического типа. Поскольку

1 1 -3

Л 1

-3

= -1¥=0,

то это — гипербола. Далее,

s = 0, 6 = - 2 и <р Щ = К2 - 2; ^ = 1/2, Х2 = - У2.

Каноническое уравнение кривой

У2х'2 - W2 + "J
= °. или 2 W2 - 2 У$х'2 = 1;

полуоси этой гиперболы а = 6 « 0,6.

5.

■ 4
4 »

-
—

< 0;

кривая гиперболического типа. Здесь

> 4
д = 4 .

1
-у

-3

= 0

и, значит, кривая распадается на пару пересекающихся прямых.
Следовательно, левая часть уравнения кривой распадается на два
линейных множителя. Чтобы найти эти множители, можно поступить,
например, следующим образом. Уравнение

х2 + Zxy + 2y2 + 2x + 5y-Z = x2 + (Зу + 2)* + 2у2 + 5у —3 = 0

решим относительно х (так как уже известно, что левая часть

уравнения распадается на линейные множители, то л будет рационально
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выражаться через у):

= -[ri>+i)±[-iry-2)>
Х\ = — У — 3, х2 = — 2у -f- 1.

Левая часть уравнения распадается, следовательно, на множители:

(х + У + 3) (* 4- 2у — 1) — 0, и кривая распадается на пару прямых:

х + у + 3 = О и х + 2у — 1=0.

I l "-1
— 1 1

6. 6 = 0;

кривая параболического типа. Так-как

Д =

1 -1

■1 1

2 -3

= -1^0,

то это — парабола. Далее,

s = 2, 6 = 0 и ф (К) = X2 — 2к, кх = 0, А,2 = 2,

Каноническое уравнение кривой:

/— 1
2у'г ± V2x' = 0, или у'2 = ± -т=. х'

+ п

7, 6 =
II 21

2 4 0;

кривая параболического типа. Далее

1 • 2 1

2 4—2

-1 -2 —3

эта кривая распадается на пару параллельных прямых:

х + 2у + 1 = 0, х + 2у — 3 = 0.

^ = Ц JI = °;
.

8.

ривая параболического типа. Здесь

1 2 -1

Д =
'

2

-1

4 -2

2 1

= 0,
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и наша кривая состоит из двух совпавших прямых:

f(x,y) = (x + 2y-l)* = 0, x + 2y~-\=Qt
1 21

9. 6 =
2 4

= 0;

кривая параболического типа. Здесь

il 2

А =

1

4 2

2 2

= 0;

эта кривая представляет собой «пустое множество» точек. (Ее ypaBt
нение можно переписать так:

fix. У) = (х + 2у+\)>+\ = (x + 2y+\ + i)(x + 2y+\-i) =0-,;

говорят поэтому, что она представляет собой «пару параллельных4
мнимых прямых»).

§ 3. Определение центра и главных осей

центральной кривой. Отыскание вершины 1
и оси параболы V

В этом параграфе мы будем предполагать, что Л ф (V"
т. е. что кривая не распадается на пару прямых.

Пусть дано общее уравнение второго порядка (1)„
Найдем собственные Значения Хи %2 матрицы (4) и охлч

ветствующие им собственные векторы ги е'2. Мы знаеы^
что в базисе, образованном этими векторами,
квадратичная форма ацх2 + 2а12ху + а22У2 приводится к сумме:
квадратов \\Хп -j-ta^'2, а уравнение (1)—к виду (6);
Собственные векторы е'х и е% матрицы (4) находятся
как известно, из систем уравнений

— К) х2 + а12уг = 0,

Ч + (Ааа - К) Уг
= 0,\а1гхг + (а22 — Лх) уг = 0

И

\а12;

i 1. 2.

каждая из которых, поскольку ее определитель

\an-xi аи

равен нулю, сводится к одному уравнению, например,

(an—A,i)*i+ ai2#i = 0 Для первой системы;

(яп — А,2)*2 + Я12#2 = 0 для второй системы.
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Следовательно, для ех = (хи уг) имеем

Уг К~ап~

а для е2
= (х2, у2)

Х1 *12

ха я12

Таким образом, угловые коэффициенты новых осей

координат в старой системе равны (

h —

Я1 —

и

#2 ==

*1 - *11

*12

^2 - *Л

а12

(для новой оси х, соответствующей к\)

(для новой оси г/, соответствующей Х2)-

В дальнейшем достаточно, как мы видели, лишьгпе-

реноса начала координат для того, чтобы уравнение

кривой привелось к каноническому виду;,
следовательно, k{ и k2 определяют направления главных

осей кривой (1).
Предположим, что мы рассматриваем центральную

кривую второго порядка, т. е. что 6 ф 0. Для того чтобы

найти центр кривой, т. е. начало ноьой системы

координат, воспользуемся следующим элементарным
соображением. Мы уже видели, что если, не меняя

направлений осей, перенести начало координат в точку

(а, £), т. е. если положить

х=-х* + а, У = у' + $,

то уравнение (1) приведется к виду

an^42a12^4a22^4/:(a,p)%4/Ua,P)^+ /(a,P)=0.

Рассмотрим систему уравнений

-о- /* (*. У) = аих + а1*У + ai = °>
1 ,

"

05)
k T f-y (*' У) = а^х + амУ + а*= °-

"Так как ее определитель б, по предположению, не

равен нулю, то она "имеет (единственное) решение а, р.
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Если перенести начало координат в точку (а, [}), то в

уравнении кривой исчезнут члены с первыми степенями

х', у\ и значит, новое начало координат будет центром

кривой. Таким образом, центр центральной кривой
второго порядка (эллипса и гиперболы) определяется из

системы уравнений (15).
Рассмотрим теперь нецентральную кривую

второго порядка (при 6 = 0). Так как мы условились, что

А ф 0, то это — парабола. Собственные значения

матрицы (4) пусть будут \\ = 0 и %2\ направления новых осей

определяются по-прежнему:

kL =
-1 11 = У (дЛя оси Ох\ соответствующей Хг = 0)

И

k2 = —
"

(для оси Оу\ соответствующей ta).

Новое начало координат, т. е. вершину (а, р)
параболы, можно найти следующим образом. Для параболы,
заданной каноническим уравнением у2 = 2рх, ось Оу
служит касательной в вершине. Новая ось Оу в старых
координатных .осях имеет угловой коэффициечт

k2 = — -.Так как она служит касательной к параболе в

ее вершине (а, [}), то k2 должно равняться производной
Уъ в этой точке. Чтобы найти уХу продифференцируем
уравнение (1) по х, считая у функцией от х\ мы получим

f'x (*, У) + fy (*, У) Ух = 0,

или, подробнее,

(апх + а12у + аг) +• (а12х + а22у + а2) у[ == 0,
откуда

Следовательно, в вершине (а, Р) параболы
-

а^ + а^ + а,

откуда

(япа + ^12? + «l) + Мя-га + «22р + а2) = 0,
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или, короче,

/х(а,Р) + *Л(а,Р) = 0.

Таким образом, координаты вершины (а, р)
параболы можно найти, решив систему уравнений, состоящую
из уравнения

Гх(х9у)+к/у(х,у) = 0 (16)

и уравнения (1)
Выясним геометрический смысл уравнения

(16), в более подробной записи имеющего вид

(fli \х + аХ2у + а,) + k2 (а{2х + а22у + flfc) = 0.

Это — прямая, принадлежащая пучку, который
определяется прямыми

a\\X + ai2y + ai = 0 и ах2х + ~а22у +щ = 0.

Угловые коэффициенты и - этих прямых

равны между собой, так как 6 = 0, и равны k\,
следовательно, эти прямые параллельны новой оси Ох. Значит,
и принадлежащая определяемому ими пучку прямая
(16) тоже параллельна новой оси Ох. Но так как она

проходит через вершину, то это — ось симметрии

параболы, ее главный диаметр.

§ 4. Исследование общего уравнения поверхности
второго порядка ч

В этом параграфе мы будем заниматься только приведением

общего уравнения поверхности второго порядка к каноническому виду.
Пусть в прямоугольной декартовой системе координат в

пространстве задано уравнение

/ (х, yt z) = аих2 + 2а12ху + а22у2 + 2al3xz + 2a23yz + a^z2 + 2ахх +

+ 2а2у + 2а3г + а = 0. (17)

Рассмотрим квадратичную форму от трех переменных:

апх2 + 2аХ2ху + а22у2 + 2di3xz + 2a23yz + аъгг2.

В некотором, тоже ортонормированном базисе она приводится к

сумме квадратов:

hx'2 +W + Х*Л
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При этом уравнение (17) приводится к виду

U*'2 + W2 + Ьз*'2 + 2М' + 2Ь2у' + 2Ъъг' + b = О

Здесь возможны три случая:
I. Все Х< отличны от нуля.
II. Одно из X* равно нулю.

III. Два из Х< равны нулю.
Рассмотрим каждый из этих случаев отдельно.

I. XiX2Xa Ф 0. Точно таким же образом, как и в случае кривой
второго порядка, можно избавиться от членов первой степени:

Сделав подстановку

x ~x +
V

У -y +
X2'

Z -Z +
X3'

т. е. выполнив некоторый параллельный перенос осей координат, мы

получим уравнение

Xi*"2 + Uy"2 + U*"2 + с = 0.

Это — уравнение центральной поверхности второго порядка
(новое,начало координат является ее центром).

"Будем считать, что с ^ 0 (в противном случае умножим
уравнение на —1). При с < 0 возможны следующие случаи:

Ь Xi > 0, Х2 > 0, Х3 > 0 — эллипсоид.
2. Xi > 0, Х2 > 0, Х3 < 0 — однополостный гиперболоид.
3. Xi > 0, Х2 < 0, Х3 <С 0 — двупояостный гиперболоид.
4. Xi < 0, Х2 < 0, Х3 < 0 — «пустое множество» точек (его

называют также «мнимым эллипсоидом»).
Если с = 0 и все X* одного знака, получается точка («мнимый

конус»); при с = 0 и Xt- разных знаков — конус.
II. Один из коэффициентов X* равен нулю; пусть, например,

Хз = 0. Тогда соответствующим переносом начала координат
уравнение поверхности можно привести к виду

*

Ux"2 + Х2г/"2 + 2bzz" + b = 0. (18)

Здесь возможны случаи Ьг = 0 и Ьъ ф 0.
При Ьъ = 0 уравнение (18) имеет вид

X,*"2 + Uy"2 + b = 0.

Это — уравнение цилиндрической поверхности, вид которой
определяется ее направляющей Xi*"2 + Х2#"2 + 6 = 0 в плоскости х О'у"
{эллиптический цилиндр, гиперболический цилиндр, пара
пересекающихся плоскостей, одна прямая, или пара «мнимых плоскостей»,
пересекающихся по вещественной прямой, «пустое множество» точек,
или «мнимый эллиптический цилиндр»).

При Ьг Ф 0 уравнение (18) приводится к виду

Xi*"2 + Х2г/"2 + 2Ь&" = 0.
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Если Х\кг> О, это — эллиптический параболоид, при ЯД2-< О —

гиперболический параболоид.
III. Среди чисел Xi два равны нулю, пусть, например, ki = О и

Я3 = 0. Уравнение (17) приводится к виду

kix'2 + 2b2y' + 2bsz' + b = Q. (19)

Если Ь2 = 0 и Ь3 — О — это /гора параллельных плоскостей,
различных при A,i& < 0, совпадающих при & = 0 и «мнимых» при
ЯцЬ > 0.

Наконец, если хотя бы один из коэффициентов b2, b$ уравнения
(19) отличен от нуля, положим

*' =
Ь2у" + Ь&* ЬзУ" - Ь»г»

/*;+*;' Vbi+<
что, как ле"гко видеть, отвечает переходу к новому (тоже ортонорми-
рованному) базису с матрицей перехода

0

Ь2

Vbi+bi Vbi+bi

Vbi+bt Vbi+b
При этом уравнение (19) преобразуется в

-

xlX"2 + 2 уъ\ + ьу + ь = о,

а это последнее уравнение, так как у b\ + b\ Ф 0, посредством

переноса начала координат преобразуется в

\хх"г + 2 Yb\ + ьу = 0.

Это — параболический цилиндр.
Заметим без доказательства, что, как и в случае кривой

второго порядка, прилтреобразовании уравнения поверхности второго
порядка можно использовать инварианты. Здесь это" будут

Si =0и + «22 + <

I «12 «22 I I «13 «33 I ^
«22 «23

«23 «33 I

«11 «12 «13

«2 ^23

«13 «23 «33

(с точностью до знаков — это коэффициенты характеристического
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[«11
«12 «13 ]\

«12 «22 «23 I I и определитель

«13 «23 «33 J/

|«11 «12 «13 «ll

«12 «22 «23 «2
А =

«13 «23 «33 «3

\аг а2 а3 а \

Уравнение центральной поверхности приводится к виду

х^ + х^ + М^ + х^0'

Определитель А обращается в нуль в том и только в том случае,
если поверхность является конической иди цилиндрической (в
частности, распадается на пару плоскостей — различных, совпадающих
или «мнимых»).



ГЛАВА VIII

ПОНЯТИЕ
О ТЕНЗОРАХ

В этой главе пространство R предполагается
вещественным.

§ 1. Примеры тензоров

Прежде чем дать общее определение тензора,
рассмотрим несколько примеров.

1. Линейный функционал. Пусть f(x) —линейный
функционал (§ 1 главы V) в /г-мерном векторном
пространстве R. Выберем в Й базис еи е2, ..., еп и пусть

х = ххех + х2е2 + ,.. + хпеп

— произвольный вектор из R. (Номера координат мы

условимся теперь писать сверху; целесообразность этого

будет видна из дальнейшего.) Тогда

f(x)= аххх + а2х2 + ... + апхп, (1)

где а» = /(£?»).
Перейдем к новому базису е\, еъ ..., еп и пусть

новые базисные векторы получаются из старых по

формулам

е\ = с\ех + с\е2 + ... + сп{еп

В матрице перехода

2 Ж
k=l

(2

с1 с1

С2 С2
(3,

мы условимся теперь обозначать номер строки —

верхним индексом, а номер столбца — нижним. Пусть 3

8 л. И» Головину
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новом базисе х— 2 хпе-х\ тогда
i=i

/(*) - 2 aiX",

где

а\ = / (е\) = / ( S cfo) = 2 c\f (ek) = 2 с?ал. (4)
\k=l J ft=l ft=l

Таким образом, линейный функционал f(x) в каждом
базисе определяется строкой из п чисел аи #2, -'.,~ап>

причем при переходе к новому базису эти чиСла

преобразуются по формулам (4), т. е. точно так же, как

базисные векторы (2).
Примем теперь для сокращения записей следующее

соглашение (правило Эйнштейна): если в каком-нибудь
выражении один и тот же индекс, скажем i, встречается
дважды, один раз наверху и один раз внизу, то имеется

в виду, что по этому индексу производится
суммировать

ние (в пределах /»= 1, 2, ..., /г), а знак суммы 2 в этом
i=i

случае опускается. Так, например, по определению,

с\ек = 2 c\ehi c\x'{ = 2 oU\ ЪЫ = 2 $% м т. п.
ft=l i=l i=l

В этих обозначениях равенство (2) можно переписать
так:

равенство (1) — так:

\{х)<=а#\

а равенство (4) —так:

а\ = c\ah.
Аналогично, если в одном и том же выражении

имеются по две или более пар одинаковых индексов
(каждый из которых стоит один раз наверху и один раз
внизу) , то мы также всегда будем считать, что по этим

индексам производится суммирование, причем все эти ин«
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дексы независимо друг от друга пробегают значения

1,2,..., п. Так, например,
п п

ambip= 2j ambip, aiPj=3 2j а>\р» и т.п.

i,m=l i,j=l

2. 'Вектор. В заданном Вазисе еь е2у ..., еп

каждый вектор х ^представляется строкой из п чисел

(х\ х2, ..., хп)— его координат.
В новом базисе еи е2у ..., еп тот же вектор

представляется другой строкой (л;'1, х'2, ..., х'п), причем если

(3)—матрица перехода от первого базиса ко второму,
то, как было показано в § 6 главы II,

**"= <#K (5)
Это —выражение старых координат через новые.

Выразим отсюда новые координаты хп через старые х\ Пусть
С1 = [b3k] — матрица, обратная матрице перехода С.

Тогда равенство
СС-^=С-*С = Е

равносильно тому, что

* ь t ъ fl» если i = U
J J

10, если i Ф].
Положим

(1, если f = /,

10, если 1ф\

(так называемый символ Кронекера). Тогда

Умножив обе части равенства (5) на bl (и, естественно,

суммируя по k)t мы получим

b\xh = 6j^;t'j = 6j*'j = *'*

(так как 6j = 0 при 1Ф] и 6* ±= l), или

•* = &£**.
Таким образом, новые координаты хп вектора х

получаются из старых его координат х{ с помощью

матрицы С"1, обратной матрице перехода С, причем

в»

1-Е
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коэффициенты разложений хп по х{ образуют строки
матрицы О1.

В двух рассмотренных примерах (линейный
функционал, вектор) есть нечто общее, позволяющее заключить

их в рамки общего определения. И линейный

функционал, и вектор в каждом базисе определяются п числами,

соответственно аь аг> .. .,^п и х\ х2> ..., хп> дричем при
переходе к новому базису эти числа преобразуются
линейно — с-матрицей С, т. е. т а к же, как базисные

векторы, в случае линейного функционала, и с матрицей
С-1, обратной матрице С,— в случае вектора.

Коэффициенты линейной формы (так же, как координаты

вектора) представляют собой пример тензора, если

назвать тензором заданную в каждом базисе систему
чисел, линейно преобразующихся при переходе от одного

базиса к другому. Точное определение этого понятия

будет дано ниже; пока же мы только еще добавим, что

оба рассмотренных тензора являются

одновалентными, так как определяются системами чисел а1э

а2, ..., ап или х1, х2, ..., хп, зависящими от одного

индекса. Коэффициенты линейной формы при переходе к

новому базису, преобразующиеся так же, как базисные

векторы, образуют тензор ковариантный, т. е. «со-

преобразующийся»—преобразующийся одинаково с

базисными векторами. Координаты вектора —пример кон-

травариантного, т. е. «противопреобразующегося»
тензора.

Рассмотрим еще три примера.
3. Билинейный функционал. Пусть в я-мерном

векторном пространстве R задан билинейный функционал
А (Ху У) (§ 1 главы VI). Тогда, если х — хАе{ и у = ykek —

произвольные векторы из Rt то

А {х, у)*=А (x{eh ykek) = x'ykA (eu ek) = aikx'y\

где a<jk*=i4(e«, eh): в заданном базисе еи е2, ..., еп

билинейный функционал А(ху у) представляется
билинейной формой а{кх*ук (по i и по k суммирование!) от

координат векторов х и у с коэффициентами aih (ср. стр. 188)
Перейдем к новому базису еи еъ ..., еп с матрицей

перехода (3). Тогда, если х = xfie\ и у = y'he'k, то

А (х, у) = А Ot'Vi, y'keh) = х'1у'кА (е\, ек) = а1кх'{у'\ (6)



§1] ПРИМЕРЫ ТЕНЗОРОВ 229

где

am = А (еи e'k) = A (c\eh chkeh) = c\chhA (ejy eh) = c\chha]h (7)

(ср. стр. 189).
Таким образом, билинейный функционал А{х> у) в

каждом базисе определяется системой из ji2 чисел aihy

зависящих от двух индексов, причем при переходе к

новому базису эти числа преобразуются по закону (7),
т. е. по каждому из этих двух индексов так же, как

базисные векторы. Это — пример тензора
валентности два (зависящего от двух индексов), ков ар и-

антного по обоим индексам (дважды ковариант-
ного).

4. Линейный оператор. Каждый линейный оператор
st> в /i-мерном векторном пространстве R в заданном

базисе еъ е2> ...» еп представляется матрицей Л.=
= Wh] (здесь опять верхний индекс — номер строки,
нижний — номер столбца). При переходе к новому

базису е[, е'2, ..., е'п с матрицей перехода С эта матрица А

преобразуется в С~ХАС (§ 4 главы III). Вспомним, как

выражаются элементы а'ъ матрицы С~1АС через

элементы а{ матрицы А. В матрице АС элемент р-и

строки и й-го .столбца равен с?\с\. В матрице С~1АС

элемент i-й строки и k-ro столбца — это b{vc^c\, т. е.

a'^blaH-clbUl (8)

Таким образом, линейный оператор s& в каждом

базисе определяется системой из п2 чисел a\t
занумерованных двумя индексами, нижним и верхним, причем

при переходе к новому базису эти числа преобразуются
по формуле (8) —по нижнему индексу, так же как

базисные векторы, а по верхнему
— с обратной матрицей,

«контравариантно» базисным векторам. Это — еще один

пример тензора валентности два (зависящего от

двух индексов), в этом случае один раз ковариант-
ного и один раз контравариантного
(смешанный двухвалентный тензор).

5. Символ Кронекера. Рассмотрим смешанный

двухвалентный тензор, координаты которого в некотором
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фиксированном базисе еи е2у ..., еп определяются
равенствами

J1, если i = jt
3
~~

\о, если i Ф j

(см. стр. 227).
В новом базисе еъ e2t ..., еп имеем

Таким образом, координаты тензора 6] одинаковы'
во всех системах координат. (Это можно объяснить тем,

что в первоначальном базисе е\, е2, ..., еп элементы &\
составляют единичную матрицу, и значит, соответствую-^
щий тензор определяет тождественное преобразование,
матрица которого

— одна и та же во всех базисах).

§ 2. Определение и простейшие свойства тензоров

Пусть в n-мерном векторном пространстве R в

каждом базисе задана система из np+q чисел fl^Vj.'.'j?
{занумерованных р нижними и q верхними индексами,

которые независимо друг от друга пробегают значения

1, 2, ..., п)\ предположим, что при переходе к новому
базису с матрицей перехода (3) эти числа

преобразуются по закону

<£::49=«Ы:.. • ty№... ьЭДЗД ®

Тогда мы говорим, что имеем (р + q) -валентный тензор,
р раз ковариантный и q раз контравари-

антный. Числа я!1!1'"*,? называются координатами

тензора.
Скаляр, т. е. величину, во всех системах координат

имеющую одно и то же значение, можно рассматривать
как тензор нулевой валентности.

.Ясно, что если координаты двух тензоров
одинакового^ строения (т. е. таких, у которых одинаковы числа ко-

и контравариантных индексов) совпадают в одном ка*

ком-нибудь базисе, то они совпадают и во всех

остальных (и значит, эти тензоры равны), так как при пере-
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ходе к новому базису координаты обоих тензоров
преобразуются одинаково. Поэтому для того, чтобы задать

тензор данного строения, достаточно задать его

координаты в какой-нибудь одной системе координат. А это

можно сделать без каких-либо ограничений: в качестве

координат тензора в данном базисе можно выбрать
совершенно произвольные числа. Действительно, пусть в

базисе ей е^ ..., еп произвольно заданы np+q чисел

ahih9...hp Тогда координаты соответствующего тензора
в любом другом базисе найдутся по формуле (9), и

нам остается только проверить, что при переходе от

любого базисае[, е'ъ...,епк любому другому базису
е1/ъ> . ..^координаты полученного тензора тоже

преобразуются по формуле (9).

Покажем это на примере трехвалентного тензора akJ. Пусть

при переходе от базиса еи е2 еп к базису е1% е2,

*;
= <?*„ (10)

а при переходе от базиса еи ег,..., еп к базису ev е2 еп
—

Из-равенства (10) получаем

j .

'

Н4 = ФГвт = «!Гв™ = '*. (»2)

afe равенства (11) —

^-ВД** = ^=ет. (13)

Здесь матрица [б^] —обратная к матрице [^], а матрица [#£] —
обратная к \с\\> Из равенств (11) и (12) следует, что

е\ =^* ek = Cibhe'j = d\ej* где di ^Pl*
а из равенств (10) и (13) —что

Таким образом, матрицей перехода от базиса e'v е'2, ..., еп

к базису, ev ..., е"п будет матрица

Hl=R>iJ.
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а обратный к ней - матрица

т=игса
Мы имеем

arPq = cXbKl (14)
И

«к ="WW- (15)

Из равенства. (14) получаем

= (*м$ №) (cW) «1'=даЭД=<•-
Подставляя это значение я™ в равенство (15), будем иметь

«? -ВД *£#*•?■- (ЭД (^?) №) «Г -«^
т. е. формулы преобразования координат тензора при переходе от

базиса ev e% еп к базису ev е2 еп имеют в точности

такое строение, "какое требуется.
В общем случае доказательство аналогично.

Из сказанного вытекает, что если, например, xi —

произвольный одновалентный контравариантный тензор,
то его можно рассматривать как совокупность
координат некоторого вектора. Действительно, если в

одном каком-нибудь базисе ей #2, ..., еп взять вектор с

координатами х1, х2у ..., хп, то и во всех остальных

базисах координаты этого вектора и заданного тензора
совпадут. Точно так же каждый дважды ковариантный
тензор a{j можно рассматривать, как совокупность
коэффициентов некоторой билинейной формы, а

каждый смешанный двухвалентный тензор "а}— как

совокупность элементов матрицы некоторого линейного

оператора, и т. д.

-Тензор, координаты которого не меняют своего

значения при транспозиции любых двух индексов из

данного множества индексов i, j, ..., m (причем все эти

индексы— только верхние или только нижние), называет-

ся симметрическим по этим индексам. Примером
симметрического ^тензора может служить совокупность

коэффициентов симметрической билинейной формы.
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Свойство тензора быть симметрическим не зависит

от выбора базиса Рассмотрим, например,
трехвалентный тензор fl/jr и пусть в базисе ей е2у ..., еп

flji = ац.

Тогда в базисе еъ e2f . *., еп

fly = CiCfirast и al. = CjCibrdst'

Заменяя во втором равенстве arst на а[8> найдем, что

~fh *Р *t iM Jr

ал
= CjCibrats'

Но сумма не зависит от обозначения индекса, по

которому производится суммирование; поэтому, заменяя s

на t9 a t на s, получим

aji
= CjCibra8l

~

air

Кососимметрическим по данным индексам iP

/,« ., m (только верхним или толька нижним)
называется тензор, координаты которого а1.1**'"1* изменяют

знак при любой транспозиции индексов из выделенной

группы (не меняясь при этом по абсолютной величине).
Свойство тензора быть кососимметрическим по данной

группе индексов тоже не зависит от выбора базиса.
Примером кососимметрического тензора'может

служить кососимметрическая билинейная форма.

§ 3. Операции над тензорами

1. Сложение. Пусть даны два тензора

одинакового строения a%kli£"*j[ и а^£; ^ . С у мма их в

каждой системе координат определяется равенством

hihi...kp kiki...kp
* hxht...hp'

Легко видеть, что сумма дёух тензоров будет тензором
такого же строения.

2. Умножение. Пусть даны два тензора

aUh...ig и
~mtmt. mr
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ка-кого угодно строения. Произведение
их в каждом базисе определяется как совокупность

nP+q+s+r чисел

riii»...igmlmi...mr ___ ^Mi...^ JjTn1Tn8...Tnr

Покажем, что произведение двух тензоров — тоже тен&

зор (в нашем случае валентности р + q + г -{- s, p + s

раз ковариантный и q + r раз контравариантный).
Действительно, в новом базисе

<fci - с№- • • • с%ь№ ■ ■ ■ ьф&%
и

-m}mt.rmr = ^ ht Ch*b™%* . .. Ь?а**л'"*г;П3г---38
' Н 3t

3s
8l 8i

8r Mt---V

поэтому.

рг1г>...{(?тп1тп>...тпг Qrilii...lq~/mlmt...mr __

'

kikf-kpjijf-3s kxhf.kp jijf-jg

*= Ж гЬ г*Рг*!1г^ rh8h}lh}* hi(lhmxhmt hmr v= ckxCht- • • ckpcixL3t • • • cjs °h°lt • • •

°lq°gi °gt • • • °gr X

txtf-tp hxht...hs

= e& ... c'p^I ... cWi[ ■ ■ • *Ж • • • C/!1!""^*!""'^.
Умножение тензоров не коммутативно. Рассмотрим,

например, произведение двух одновалентных ковариант-
ных тензоров при п = 2. Координаты одного: ах и а2,

координаты другого: Ъ\ и &2. Произведение cik = aibh~
дважды ковариантный тензор, координаты которого

сп = а{Ьи С\2 = ct\b2y с2\ — а2Ь\, с22 = о,2Ъ2.

Произведение тех же тензоров в обратном порядке —

дважды ковариантный тензор с координатами й1к = Ъ{ак:

^и = Mi = a\bi( = Сц), d\2 = b{a2 = а2Ь{(= с2\),
d2i*= Ъ2ах = axb2(= c12), d2.2 = Ъ2а2 = а2Ь2(— с22)щ

Он, вообще говоря, отличен от первого.
Так как скаляр, т. е. величина, во всех системах

координат имеющая одно и то же значение, является

тензором нулевой валентности, то при умножении тензора
на скаляр (т е. при умножении всех координат тензора
на этот скаляр) получается тензор того же строения.
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В.ычитание тензоров одинакового строения сводится

к умножению вычитаемого на — 1 и сложению (при этом

получается, очевидно, тензор того же строения).
3. Свертывание тензоров. Эта специфическая для

тензоров операция определяется следующим образом. Пусть
дан, например, тензор а{^м. Выделим в нем два какие-

нибудь индекса, например, j и р (один наверху,
другой внизу), отберем среди всех координат
тензора те, у которых эти индексы одинаковы, и сложим

их все. Мы получим
Ъ* il i i2 • i in ii

amjq — a-miq ~T~ am2q ~r • • • ~T umnq — °mq

— свертку тензора а%я по индексам ] и р.

. ^ак, например, тензор a)h при п = 2 имеет восемь

координат a\i>a\2ia\x,a\2,a\1% А, Ягь а22- Свертывая этот

тензор по индексам i и /, будем иметь

или, подробнее: Ъх = а\х + а\ъ Ь2 — а\2 + а\ъ-
Свертывая тот же тензор по индексам i и &, получим

а\г = си т. е.

c1 = a\1+al2i c2 = a\1 + al22»
- Покажем, что в результате свертывания тензора

получается снова тензор, имеющий на один нижний и

на один верхний индекс меньше, чем исходный тензор.

Произведем, например, свертывание тензора amPq по

индексам / и р/Пусть a%q = Ь1тя- В новом базисе

координаты исходного тензора имеют вид

ampq
= CmCpCqbgbha?st.

Выбрав координаты, у которых р = /, и

просуммировав по / = I, 2, ..., /г, получим

Но с)Ьн = 8л, a bshafst = а?м = Ь% Следовательно,

bmq
== cmCqbgb?e

В общем случае доказательство аналогично.
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Операция свертывания может быть применена к

тензору и несколько раз. Так, например, свертывая
тензор а1$г при я'=2 по индексам i и q и по

индексам k и р, получим тензор а/ = а£#, или, подробнее:
-Л „111 I „211 | „112 I „212 ~1

_ „Ш | „211 I „112 I „212а1 — "ill Т~ "121 "Г "211 Т" "<221> а2 — "112 Т" "122 "Г "212 Т" "222»

Г/2 „121 I „221 | „122 | „222 ~2 „121 i „221 I „122 I />222
а1 — "111 "Г "121 "Т "211 "Т "221» а2 — "112 "Г "122 "Г "212 Т" "222»

При р-кратном свертывании тензора р раз ко- и р
раз контравариантного получается, очевидно, и не ар и-

Пнт, или скаЛяр,
— величина, не зависящая от выбора

базиса. Это—один из способов получения численных

инвариантов. Так, при свертывании тензора а\>
определяющего линейный оператор Л, получаем инвариант
aj, называемый следом оператора (след а\—это сумма
элементов главной диагонали матрицы Л; его

инвариантность мы уже установили в § 8 главы III: а\—это
коэффициент при V*"1 характеристического многочлена

оператора Л).
Особенно часто операция свертывания применяется

по отношению к произведению двух тензоров—по
индексам, взятым в разных сомножителях. Если

произведение тензоров а) и $,т свертывается по

индексам / и А, мы будем говорить короче, что тензоры

<х\ и PJif" свертываются по индексам j и h. Так,

например, при свертывании тензора а{ (определяющего
линейный функционал /(*)) 'с вектором лс = (лс1, х2, ..., хп)
получается скаляр а(х1\ равный, очевидно, f(x).

При двукратном свертывании тензора аи,
определяющего билинейный функционал А (лс, у) с парой
векторов * = (*\ х2, ..., хп) и у = (у1, у2, ..-,уп), получается

скаляр Д//*У, равный значению функционала А (лс, у)
для данных векторов х и у.

При свертывании тензора а), определяющего
линейный оператор Л с вектором лс==(л:1, я2, ..., хп),
получается контраварвднтный тензор у( = а)х^ Как следует
из § 1 главы III, это— заданный своими координатами
у(, преобразованный вектор Лх.

Пусть даны
*

два тензора а] и &£, определяющие
соответственно линейные операторы Л и $. Свертка их
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по индексам / и /i —смешанный двухвалентный тензор

a)tfht тоже определяющий, следовательно, некоторый
линейный оператор ЗЬ. Легко видеть, что оператор 3)

равен произведению $$>& операторов s4> и 9& (в смысле

§ 2 главы III). Свертка a\b\ тех же тензоров по

индексам i и k соответствует произведению 3§s4> тех же

/операторов в обратном порядке.
4. Симметрирование и альтернирование тензора.

Пусть AitiM...ih— произвольный тензор, у которого

выделены какие-то k индексов iu i2t ..., ih — все только

верхние или только нижние. Тогда тензор

A(ixit...ik) = ~W 2d Aix{2...ik,
('».*■ h)

где, суммирование распространено по всевозможным

перестановкам i\, i2, ..., ih выделенных индексов, будет,
очевидно, симметрическим, а тензор

A[M...-ifc] = w 2d (-1) Ah%itt..Ak
(««.*. ад

— кососимметричесюш. Операции получения тензоров

A(itit...ih) и А[мл..ль] из данного тензора Aixit...ik
называются соответственно симметрированием и альтерниро-,

ванием тензора Aitis...ihпо индексам i'i, i2> •••> 4-
Так, на стр. 191 билинейный функционал В(х, у) был

получен симметрированием, a C(x,
у)—альтернированием билинейного функционалу Л (а:, у).

§ 4. Тензоры в евклидовом пространстве

Пусть теперь R —-n-мерное евклидово
пространство. Конечно, все, что говорилось о тензорах в

произвольном векторном пространстве, распространяется и на

этот случай. Но тензоры в евклидовом пространстве
обладают еще и некоторыми специфическими свойствами.

В евклидовом пространстве R для любых двух

векторов х, у определено их скалярное произведение (*,#),
являющееся симметрическим билинейным функционалом*
В заданном базисе еи $2» •. •, е*» оно представляется



238 ПОНЯТИЕ О ТЕНЗОРАХ [ГЛ. VIII

симметрической билинейной* формой

_

Uу У) = gibXY,
где gik= (eiy ek). Взятые во всех системах координат
величины gik образуют, как мы видели в § 1, дважды ко-

вариантный тензор, который называется (ковариантным) i

метрическим тензором пространства /?. Свертка
метрического тензора gtk с вектором х = (х1, х2, ,.., xh)

Xi — gikXh (16).

является одновалентным ковариантным тензором. Чис-^
ла х{ также определяют вектор х, т. е. в некотором:
смысле тоже являются его координатами; их можно на-;

звать ковариантными координатами
вектора х, в отличие от его контравариантных координат х\
Выясним геометрический смысл ковариантных
координат. Так как

х{ = gthxk = (d, ek)xk = (eit ekxh) = (eit x),

то ковариантные координаты х{ — это проекции
вектора х на базисные векторы. (Напомним, чтоконтравари-
антные координаты вектора х — это коэффициенты его

разложения
х = х*е{

по базису еь е2, ..., еп.)
В ортонормиров-анном базисе

П, если I = k,
ft* = (^«*) = (0f если 1фК

и значит, Xi = х\ т. е. ко- и контравариантные
координаты вектора совпадают.

Двойная
-"

свертка gikx{yk метрического тензора gik
с векторами х=(х\ х2у ..., хп) иу= (у1, у2, ..., уп) —
это скалярное произведение (ху у); двойная
свертка g^x* его с вектором х — скалярный
квадрат (ху х) вектора х.

Определитель \gik\ матрицы [gih] отличен от нуля.

Действительно, при переходе к новому базису ранг
матрицы билинейной формы, в том числе и матрицы [gik],
не меняется. Но в ортонормированном базисе матрица

[^—единичная, и ее определитель равен 1; следрва-
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тельно, и во всех других базисах определитель матрицы

[gik] отличен от нуля.
Пусть [gih]~ матрица, обратная матрице [glk]

в каком-то фиксированном базисе еи е2у ..., еп. Тогда

^kgkj = Sj при всех I, / = 1, 2, ..., п. Построим
дважды контравариантный тензор, координаты «которого в

базисе ей £ь .•
•> £п равны gik\ тогда координаты этого

тензора во всех остальных базисах определятся по

формуле (9). В каждом новом базисе е'и ег, ..., еп, ввиду

тензорного характера операций умножения и свертывания,
будем иметь

«'"*« = в;1 = ej,
и значит, координаты тензора gih во всех системах

координат образуют матрицу, обратную матрице [gtt].
Тензор gik называется контравариантным метрическим
тензором.

Переход от4 контравариантных координат вектора к

крвариантным его координатам по формуле (16) можно

назвать опусканием индекса. Чтобы поднять индекс, т. е.

перейти от коъариантных координат вектора к его

контравариантным координатам, умножим обе части

равенства (16) на gH (и, конечно, просуммируем по i); мы

ПОЛУЧИМ g^Xi = gHgik*k = 6U* = ХК ,

Операцию опускания или поднятия индекса в

евклидовом пространстве (эта операция носит выразительное
название жонглирования индексами) можно применить
S тензору любого строения. Пусть дан, например,

трехвалентный тензор а£, один раз ковариантный и два раза

контравариантный. Свертка его с метрическим тензором

gihctt = bL (17)

будет дважды ковариантным и один раз
контравариантным тензором. Свертка

gpjbVih = c}ik (18)

— трижды ковариантным, а наоборот, свертка

gQhay = dM (19)
— трижды контравариантным тензором. Если оба
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базиса ей #2, ..., еп и еи еъ ... ,еп— ортонормирбванные,
то

__ {А I1» если ' = *»
gih-g -|0> если ,^^

и равенства (17)— (19) последовательно дают а% ~ blhf
b\k = Cjik, a{j = dh%3. Таким образом,

a)> = b\h = cm = dhi\

В этом случае ко- и контравариантные индексы при
переходе к новому базису ведут себя одинаково, и закон

преобразования тензора определяется исключительно

его валентностью

Последнее можно объяснить еще и следующие
образом. Если оба базиса еь е2у ..., еп и еи еъ ..., ёп орто-
нормйрованные, то матрица перехода С от первого
базиса ко второму ортогональна, т е. С~х = С. Но тогда

Ь\=с\— и в формуле (9) для преобразования, например,
тензора а{°: а'^ =.с^ь1ьэгаЯр\ можно заменить рдно или

оба b на с, или, наоборот, с заменить на Ь. Так, заменяя

Ь\ на с\у получим

a?=tclcWraqpr.
п

Здесь пришлось использовать знак суммы 2, так

как индекс q, по которому происходит суммирование,
оба раза стоит наверху. Полагая af = ajp, получим для

<x\h закон преобразования в виде

а\{ = cMbfalp = clcZbiapq,
т. е. тензор а^ является дважды ковариантным и один

раз контравариантным. Но его координаты в обоих

базисах равны соответствующим координатам тензора а*
один раз ковариантного и дважды контравариантного.

Так, выше (§ 5 главы VI) мы уже видели, что при
переходе от одного ортонормированного базиса к

другому, тоже ортонормированному, матрица билинейной

формы (дважды ковариантный тензор) и матрица
линейного преобразования (один раз ковариантный и один

раз контравариантный тензор) преобразуются одинаково.



ГЛАВА IX

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ
СПЕЦИАЛЬНОЙ ТЕОРИИ

I ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

Содержание настоящей главы — это всего лишь

некоторая интерпретация физических законов. Ясно, что

саки эти законы нельзя вывести из линейной

алгебры. Впрочем, переход от чисто алгебраических
рассмотрений (в первых параграфах главы) к физическим
эффектам будет довольно плавным.

§ 1. Двумерные пространства со скалярным
произведением

Пусть /? — вещественное векторное пространство," в

котором определено скалярное произведение, т. е.

каждой паре векторов ху у. из R поставлено в соответствие

{вещественное) число {ху у)у так что:

1) {х,У) = (У,х)>
2) {ах,у)=а{х, у),
3) Х* + Уу г) = (х, z) + (y, z) при всех ху у, z из R

всех вещественных а. Заметьте, что мы не требуем
выполнения условия 4 (стр. 145).

Длиной, или модулем, вектора называется корень
квадратный из его скалярного квадрата. При этом, во-

бще говоря, ненулевой вектор может иметь нулевую и

аже мнимую длину. (Если (*, л:) = — а2 < 0, то, по

определению, \х\ — ai> где а > О, a i = у — 1.)
Если в пространстве R выбран базис, то скалярное

роизведение представляется симметрической билиней-
ой формой

п

(X, У)= 2 gikXiyh

т координат векторов х и у. Соответствующая квадра-
ичная форма в некотором (вообще говоря, другом)
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базисе приводится к «сумме квадратов»

(х, х) =* хг ~\- х2 + • • • + Хр —-

*p+i —-...—- Xp+q

(§ 2 главы VI). "При этом число р положительных и

число q отрицательных квадратов являются
инвариантами пространства R (закон инерции квадратичных форм,
§ 3 главы VI) и определяют его тип.

Так, для двумерного пространства (плоскости) R
возможны такие значения р и q:

1) р = 2, 9 = 0;
Л') Р = 0, q = 2;
2) pel, q = 0;
20 р = 0,'<7=1;
3) p-.l, 9==1.
В случае 1) в некотором (ортонормированном)

базисе скалярный квадрат произвольного вектора х=.ххех^
+ х2е2 равен*1 + #2, и это пространство евклидово.

В случае Г) (ху х) = — х\ — 4, и пространство
несущественно отличается от евклидова.

В случае 2) (или 2'), что почти то, же самое)
квадратичная форма {х, х) содержит только один квадрат,
и в некотором базисе {х, х) = х\ (соответственно — х\).
Такая плоскость называется полуевклидовой.

Наконец, в случае 3) квадратичная форма (х, х) в

некотором базисе приводится к разности квадратов

х\ — х\\ такая плоскость называется псевдоевклидовой.

§ 2. Полуевклидова плоскость

Пусть R — двумерное векторное пространство с

полуевклидовой метрикой и еХу е2— такой его базис, в

котором скалярный квадрат {х, х) произвольного вектора
х = ххех + х2е2 равен х\. Тогда, в частности,

(б?ь ех) = 0, (б?2, е2)= 1
и

(£>! +е2у ех + е2) = 1= (еи ех) + 2{е{ е2) + (е2, е2) =*

= 2(еие2) + 1
откуда

(еи е2)=0
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(вектор в\
— нулевой длины, вектор е2 — единичный, ех

и е2 ортогональны). Такой базис условимся называть
каноническим.

Пусть х = Х\е\ + х2е2 и у = ухе\ + У2^2
—

произвольные векторы из /?; тогда их скалярное произведение

{х, у) равно

*\У\ (еь е{) + {хху2 + Х2У1) (еи е2) + х2у2{е2у е2) =*= x2y2t

а модуль вектора х равен

1*1 = Vxl = IЧI-

Предположим, что еь е2
— другой, тоже

канонический базис в пространстве R и

— матрица перехода от первого базиса ко второму, т. е.

что

е[ = апех + a2ie2 и е2 = а12ег + а22е2.
Тогда

(e'lye'1) = at1 = (elye1) = Oi

откуда а2\ = 0 и

(е'2,е2) = al2 = (e2te2)= 1,

т. е. #22= ± 1. Таким образом, матрица перехода от

одного канонического базиса к другому имеет вид

.0 ±1J
(1)

Зафиксируем теперь какой-то канонический базис еь
е2 и угол между векторами х = х\ех + х2е2 и у = ухех +
+ f/2^2, по определению, положим равным

'HI-.
Так определенный угол, вообще говоря, не

инвариантен относительно перехода к новому (даже
каноническому) базису. Посмотрим, какие еще ограничения
надо наложить на матрицу перехода для того, чтобы
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угол (2) не,зависел от системы (канонических)
координат. При переходе к новому (каноническому) базису с

матрицей перехода (1) координаты векторов, х и у
соответственно преобразуются в

Х\ — #11*1 Т~ #12*2» *2
~ ± #2

И

У\ = ЯпУх + #12#2> У2= ± У2,

причем знаки у х2 и у2 одинаковы. Тогда угол между
векторами х и у в новом базисе в силу определения
(2) должен быть ра^вен

1 / /

\y'i х'г
1 а11У1 + а12У2 flU*l + fl12*2

±У2 ± Н
= \ал

он будет иметь прежнее значение в том и только а том

случае, если <2ц = ± 1. Поэтому, зафиксировав один
какой-то канонический базис, мы дальше будем
допускать только такие базисы е[, е'2, матрицы перехода к

которым от базиса еи е2 имеют вид

Г±1 -1
Lo ±ij

(3)

(«мы положили а\2 = v).
Легко видеть, что если матрица перехода от базиса

ей £2 к базису elt e2t имеет вид (3) и матрица

перехода от базиса еъ е2 к базису е"1у е"2 —тоже вида (3), то

и матрица перехода от базиса ей е2 к базису еъ е2 будет
такого же вида.

Обозначим через А0 матрицу

Тогда, очевидно,

^1==[ о il = iM о l} Л2==[о -iJ = lo -\\А<»
^8 = [ о -1J40 -lJM о U' •

Рассмотрим теперь двумерное точечно-векторное
пространство, в котором расстояние между точками

Х(хь х2) и Y (г/ь у2) считается равным- модулю век-
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тора XY = {у\—Хи у2
— х2) в полуевклидовой метрике,

т. е. равным
\Ут—Хг\.

Если представить точки полуевклидовой плоскости

точками обычной (евклидовой) цлоскости с теми же

координатами, то |г/г — х2\—это евклидова длина проекции

вектора на ось ординат. (В частности, длина любого

отрезка, параллельного ей будет равна нулю.) Две
точки, расстояние между которыми равно нулю, назовем

параллельными, подобно тому как в евклидовой

геометрии параллельными называются прямые, угол между

которыми равен нулю; тогда параллельные точки—это

точки, принадлежащие одной прямой, параллельной
вектору в\.

еЛ

м
-о—

:*ГТ
Рис. 17.

Окружность радиуса г с центром в данной
точке М(аь аг), т. е. совокупность всех точек,

отстоящих от точки М на одно и то же полуевклидово
расстояние г,— это пара прямых, параллельных оси

абсцисс и отстоящих от данной точки М на (евклидово)
расстояние г, (рис. 17, а). Центром такой окружности

будет также любая точка прямой, проходящей через М
и параллельной тем же прямым. Уравнение
окружности радиуса г с центром в точке Af(ai, а2) имеет вид

(х2 — а2)2 = г2.

В частности, уравнение «единичной окружности»

(окружности радиуса единица) с центром в начале

координат имеет вид
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Углом между прямыми называется угол между
параллельными им векторами. Если х = (£, 1) и

г/=(т], 1) — два вектора единичной длины, то угол
между ними равен

он измеряется той «дугой», которую эти векторы
высекают на «единичной окружности» (рис. 17, б). Заметим,
что в полуевклидовой метрике смежные углы равны

между собой. Действительно, угол между (единичными)
векторами (х, 1} и (г/, 1) равен \у — х\\ смежный угол —

между векторами (—х} — 1) и (г/, 1) равен

l+-3|-i»-n
Приведем несколько примеров 'теорем «элементарной

полуевклидовой геометрии». Будем называть треугольником фигуру,
образованную тремя точками, никакие две из которых не
параллельны.

Теорема 1. Большая сторона треугольника равна сумме двух
других его сторон,

*

Действительно, так как АВ = А'В\ АС = А'С, ВС = В'С

(рис, 18, а) и А'В' ~ А'С + В'С, то АВ = АС + ВС, или

с = а + Ь.

Эту теорему можно считать аналогом теоремы косинусов в

евклидовой геометрии.
Теорема 2. Больший угол треугольника равен сумме двух

других его углов.

Для доказательства проведем прямую СЕ || ВА (см. рис. 18, б).
Тогда, очевидно, L.ACE = A, a Z.ECD = В. Но /LACE + Z.ECD =
= AACD = С и, значит,

С = А + В.

Теорема 3. Стороны треугольника пропорциональны
противолежащим углам.

Для доказательства проведем CD || е} (см. рис. 18, в). Тогда

А — -т- (где CD равно модулю разности абсцисс точек D и С —

CD
евклидовой длине отрезка CD), В = —, значит, Л • Ь =

*= В ' а, откуда

(Эту теорему можно считать аналогом теоремы синусов евклидовой

геометрии.)
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Из трех последних теорем видна определенная «двойственность»

теорем полуевклидовой плоскости, выражающаяся в равноправии
сторон и углов треугольника. Если в формулировках этих теорем

заменить слово «сторона» словом «угол», и наоборот, то, из

теоремы 1 получится теорема 2, а из теоремы 2 — теорема 1; они

двойственны друг другу. Теорема 3 двойственна сама себе.

6)

e2i

"о

А

i £L^
в

\

"

,Е
i

.

S)

в'

с

е2,

А'

О

--j^f
I/
А

,

е,

Рис. 18.

Такой двойственности нет на обычной, евклидовой плоскости,
на которой имеются параллельные прямые (угол между которыми v

равен нулю), но нет «параллельных точек» (расстояние между кото-4

рыми равно нулю). Эта «несправедливость» устранена, в

полуевклидовой геометрии, где, наряду с параллельными прямыми, имеются и

«параллельные точки».

Задачи. Докажите, что в- полуевклидовой плоскости

1. Отрезок, соединяющий середины боковых сторон (средняя
линия) треугольника, параллелен основанию и равен его половине.

Г. Точка пересечения биссектрис двух углов треугольника
параллельна противолежащей вершине, причем угол между этими

биссектрисами равен половине третьего угла треугольника.

2. В равнобедренном треугольнике середина основания

параллельна вершине.

2'. В равнобедренном треугольнике биссектриса угла при верши-1"
не параллельна основанию

3. Биссектриса треугольника делит противолежащую сторону на

части, пропорциональные двум другим сторонам.
3'. Медиана треугольника делит соответствующей угол на части,

пропорциональные двум другим углам.
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4. Медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся

в ней в отношении 2:1, считая от вершины.

4' Биссектрисы треугольника пересекают противоположные
стороны в трех точках, лежащих на одной прямой. Эта прямая делит
каждый угол между стороной и биссектрисой противолежащего угла
в отношении 2*1, считая от стороны.

(Легко видеть, что утверждения 1 и Г, 2 и 2х, и т. д.
двойственны друг другу. Им можно дать и двойственные одно другому
доказательства.)

5. Сформулируйте свойства параллелограмма и докажите их.
5'. Дайте определение фигуры, двойственной параллелограмму

(«антипараллелограмм»). Сформулируйте и докажите ее свойства.
6. Сформулируйте и докажите признаки равенства треугольников.
7. Данный угол циркулем и линейкой разделите на п равных

частей.
8. Дайте определение центрального угла, вписанного угла.

Покажите, чте вписанный угол равен половине центрального угла,
опирающегося на ту же дугу, и что угол с вершиной вне круга
измеряется полуразностью, а угол с вершиной внутри круга — полусуммой
дуг, заключенных между его сторонами.

Интересна еще одна фигура, родственная окружности
евклидовой плоскости и называемая циклом. Она определяется как

геометрическое место точек, из которых данный отрезок виден под данным

углом (в евклидовой геометрии, как известно, это определение снова

приводит к окружности). Можно показать, что цикл полуевкли*
довой плоскости в евклидовой плоскости изображается
параболой, однако подробное обсуждение этих вопросов завело бы

нас слиппо^ далеко. Вместо этого мы отсылаем читателя к книге

И. М. Яглома «Принцип относительности Галилея и неевклидова

геометрия».

§ 3 Псевдоевклидова плоскость

Пусть R — двумерное векторное пространство с

псевдоевклидовой метрикой и еи е2— тот его базис, в

котором скалярный квадрат произвольного вектора х =

=Х\е\ + х2е2 равен х\ — х\. Тогда, в частности,

{еи ех) — 1, (е2, е2) = —1

и

(<?i + е2у е{ + е2) = 1 — 1 = 0 =

= (eu.ei) +2(еи е2) + {е2у е2) = 2{еи е2),

откуда
(*i, е2) = О

(т. е. вектор е\ — единичный' вектор ^ —

«мнимо-единичный», е\ и е2 ортогональны). Такой базис будем на-
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зывать ортонормированным. В ортонормированном
базисе скалярное произведение векторов

х = ххех + х2е2 и у = ухех + у2е2
равно

(х, У) = х{ух (еи ех) + (хху21+ х2ух) (еХу е2) +1

+ х2у2 {е2уе2) == ххух
— х2у2у

а модуль вектора х равен

| х j = у Х\ -^—

х2.

Рассмотрим теперь двумерное точечно-векторное
пространство, в котором расстояние между точками

X(xXt x2) и Y{yx, y2) считается равным модулю вектора
XY = (yx — xXi У2

— Х2) в псевдоевклидовой метрике,
т. е. равным

У(Ух - *i)2 - (У% - х2)2.

Окружность радиуса г с центром в точке

М(ах, а2) — это совокупность всех точек, удаленных на

одно и то же (псевдоевклидово) расстояние г от

точки М. Значит, уравнение окружности радиуса г с

центром в точке ЛЦоц, a2) будет иметь вид

(хх — ах)2— (х2 — а2)2 = г20

Таким образом, если точки псевдоевклидовой плоскости

представить точками евклидовой плоскости с теми же

координатами, то окружность представится
гиперболой, если ее радиус г Ф 0, и парой
пересекающихся прямых при г = 0 (рис. 19). Радиус такой

окружности может быть положительным, нулевым или

даже «чисто мнимым». Так, уравнение окружности
положительного радиуса г = а с центром в начале

координат будет иметь вид

Х\
—- х2 = аг

(гипербола с горизонтальной вещественной осью).
Окружность мнимого радиуса г = ах (с тем же

центром) им^ет уравнение

А — А = а2
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Рис. 20,
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(гипербола с вертикальной вещественной осью). Эти два

семейства окружностей разделяются окружностью
нулевого радиуса

%i — Х% = 0 \

(пара прямых —общие асимптоты обоих семейств

гипербол; см. рис. 20).'
Если векторы х и у ортогональны, т. е. если их

скалярное произведение равно нулю:

(х, у) = ххух
— х2у2 = 6,

то

*± = УА
xi Ух

— угловые коэффициенты этих векторов,
рассматриваемых в евклидовой метрике,
взаимно обратны и, значит,

векторы, ортогональные в

псевдоевклидовой метрике, при
изображении на евклидовой плоскости по

направлению симметричны друг

другу относительно биссектрисы
Г—III координатных углов (см.

рис. 21, на котором ех±_еъ а{Л.а2у
b\±b2).

Каждый вектор, у которого
\х{\ = \х2\, ортогонален самому
себе и имеет нулевую длину. Для
векторов с вещественными

длинами 1*11 > \х2\у а для векторов мнимых длин |#i|<
<|х2| (см. тот же рис. 21, на^котором векторы еи аи Ьх
имеют вещественные длины, векторы e2t a2i b2—: мнимые

длины, а вектор с ортогонален самому себе и |с|=0).
Задачи. Докажите, что в псевдоевклидовой плоскости
1. Диагонали прямоугольника равны между собой.
2. Диагонали ромба взаимно перпендикулярны.
3. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме

квадратов ,ejo сторон.
4. Средняя линия треугольника параллельна основанию и равна

его половине.

5. Медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся

в ней в отношении 2:1.

6. Серединные перпендикуляры к сторонам треугольника

пересекаются в одной точке.
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7. Высоты треугольника пересекаются в одной точке.

8. В равнобедренном треугольнике медиана является и

биссектрисой и высотой.

Сообщим также без доказательства, что в псевдоевклидовой
геометрии можно ввести понятие угла так, что для треугольника будут
справедливы следующие соотношения:

a2 = b2 + c* — 2bcchA

(теорема косинусов — но косинус тут гиперболический!) и

a b

shT^sO" -

(теорема синусов, где синусы
— гиперболические).

За подробностями отсылаем читателя к той же книге И. М. Яг-
лома (см. выше стр. 248).

§ 4. Псевдоортогональный оператор

Линейный оператор s4> псевдоевклидова прост-
ранства называется псевдоортогональным,
если он сохраняет скалярное произведение, т. е. если для

всех х% у е/?

(зФх, зФу) = (х, у).

Пусть з4> — псевдоортогональный оператор в

псевдоевклидовой плоскости R и

А =

— его матрица в ортонормированном базисе еи е2. Мы
имеем

s£e{ = еиех + а21е2у

$Фе2 = ai2e\ + a22e2.
По определению,

(бФеъ зФех) = (еи ех) = 1,

(зФе2, зФе2) = (е2у е2) = — 1

и

т. е.

(■atei, Же2) = (еи е2) = О,

2 2 1

ЯП —^21 = 1,
<v2 „2 (4а)
#12 — #22 —-— 1,

аХ\ • а\2 — а2\ • а22 = 0. (46)
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Из равенств (4а) видно, что <2ц Ф О и а22 Ф 0. Из
равенства (46) следует, что

(5)

Обозначив равные отношения (5) через (J, получим

а2\ = (Зяц,
(6)

012 = Р<222.

Подставляя эти значения в равенства (4а), найдем, что

~2 Wn*. = * 1
^и
— Р2Яц = 1, откуда ап =

Р2Я22 — ^22 = — 1, откуда а22

± Vl — Р2'

1

± Vl-p2

Таким образом, матрица оператора зФ имеет вид

1

А =

1

± |/"i_p» ±Ki_p2
р 1

±]Л-Р2 + 1Л-Р2 J

(7)

причем, как видно из равенств (6), оба элемента

первого столбца, так же как и оба элемента второго столбца,
берутся с одним и тем же знаком. Матрицу такого вида

будем называть псевдоортогональной.
Если обозначить через Л0 матрицу

А

Р

то, как легко видеть,

1

А

р 1

|j/i-p2 )Л-рЧ

р

1Л-р2 1Л-р2
■ р 1

L V\-f Ki-p2J

- л Н °1
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At =

Р

У1-Р2 Ki-P2
Р

_

1

\_Vi-f /i-p2J
1

_
р

•

Ki —p* Ki-p2
р

_

1

L у\ - р2 JA - р2 J

-Mi 4

'•ft -?]
(преобразования ^i и j^2 отличаются от j^0 осевой,
a i^3 — центральной симметрией).

Определители \А0\ = |Л3| = 1, I^J = |Л2| = — 1.

1
Заметим, что, поскольку ^ 1, то найдется такое ф,

1 Р
4X0

уГнР
= ch *■

уг^рт
= sh ф' й тогда

_

ГсЬ ф sh ф"|
0 [sh ф ch ф]#

Это преобразование называется гиперболическим поворотом.

Пусть в псевдоевклидовой плоскости R имеются два

ортонормированиих базиса, е\, е2 и еъ е2 и

«11 «IB ]
«21 «22 J

—

матрица перехода от первого ко второму. Рассмотрим
линейный оператор $$> с матрицей А в базисе еи е2
и покажем, что он — псевдоортогональный.
Действительно, по условию,

"

s4>ei = ^iA -f- а21е2 = ег и s£e2 = а>\ге\ Л\ о,22е2 = е2.

Если х = ххв\ + x2e2 и г/ = г/i^ + #2^ — произвольные
векторы из R, то

j^^ = x1sf>e1 + x2s£e2 = x^i -f x2£2
и

^ = У1^Фех + у2я£е2 = ^ + f/2^2.
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А так как оба базиса еь е% и еъ е2
—

ортонормирован-
ные, то скалярное произведение

{Жху Жц) == Х\\}х
—

%2У2 = {X, У)-

Значит, оператор зФ — псевдоортогональный, и его

матрица имеет вид (7).

§ 5. Пространство событий. Принцип
относительности Галилея

Предположим, что точка М движется вдоль
прямой линии. /, на которой установлена система отсчета

S. Это значит, что на этой прямой расположена шкала
с соответствующими делениями и в каждой точке

прямой имеются синхронизированные между собой часы.

Пусть в момент времени t координата точки М
равна х. Это обстоятельство, или, как мы будем говорить,
«событие», можно отметить на некоторой (двумерной)
плоскости Р точкой с координатами (х, t). Плоскость Р
называется пространством событий.

С течением времени координаты точки в

пространстве событий меняются, даже если точка М не меняет

своего положения на прямой / — за счёт"изменения
времени t. Таким образом, существование точки в

пространстве и времени будет отмечено некоторой линией в

плоскости Р. Прямой эта линия будет в том и только в том

случае, если точка М движется по прямой / с

постоянной скоростью, и тогда ее положение в плоскости Р

будет определяться уравнением

х = ut + Ь

«где Ь = х(0) —положение точки в момент t = 0. Если
точка М неподвижна на прямой / («движется с нулевой
скоростью»), то соответствующая ей в плоскости Р

прямая параллельна оси t.

Предположим, что вдоль прямой I равномерно со

скоростью v движется другая система отсчета, S', причем в

начальный момент времени начала координат обеих
систем совпадают: х = х' = 0 при t = 0. Тогда координата
х точки М в системе S и крордината ее х' в системе $'

будут связаны соотношением

х = х' + vt,
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При этом считается, что время t в системе S и время V
в системе S' одно и то же: для одного и того же

события / = f*

Преобразования
х = х' + vt,

(8)'
. / = /',

или, что то же самое,

х/ = х — vt,

t' = t

называются преобразованиями Галилей. Из них

дифференцированием по / получаем

dx dx' ,

или

u=u' + v, (9)

где и — скорость точки в системе 5, а и'—скорость ее

в системе S'. Это — закон сложения скоростей
в классической механике: скорость и точки в старой
системе отсчета равна ее скорости и' в новой системе,
сложенной с «переносной» скоростью v (скоростью
движения новой системы отсчета относительно старой).
Дифференцируя по t еще раз, получаем

dt2 dt2
'

Таким образом, ускорения точки М в системе S и в

системе S' одинаковы, откуда делается вывод, что

одинаковые силы вызывают в обеих системах одинаковые

следствия (описываемые вторым законом Ньютона:
вызванное силой F ускорение прямо пропорционально этой

силе). Другими словами это выражают, говоря, что за-

коны механики инварианты относительно
преобразований Галилея (принцип относительности

Галилея).
.Вернемся к формулам (8). Они показывают, что при

переходе от системы S к системе S' координаты точек

пространства событий подвергаются линейному преобра-
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зованию с матрицей

[::]• (Ю)

Это обстоятельство наводит на мысль ввэсти з

пространстве событий полуевклидову метрику. Тогда расстояние
между событиями А{хи t\) и В(х2, t2) будгт иметь

определенный физический смысл: оно будет равно
1*2 — 11 | — временному интервалу, протекшему между
событиями А и В.

Далее, так как переход от одной системы координат
к другой задается матрицей (10), то инвариантным
окажется и введенное в § 2 понятие угла. Чтобы выяснить
его физический смысл, рассмотрим две равномерно
движущиеся по прямой / точки Мг и М2. Скорости их

обозначим соответственно через и{ и и2. В плоскости Р

их движения определяются прямыми пг\ и т2. Пусть
Ао{хо, U) —точка

пересечения этих прямых
(эта значит, что при /-=

= to обе точки, Mi и М2,
находились в одном и

том же месте прямой
/ — имели абсциссу *<>)•
Предположим, что при
t = t\ точка Мх
имеет абсциссу х\9 а при
t = t2 точка М2 —

абсциссу х2. Тогда угол
между прямыми ш{ и

тп2 (в полуевклидовой
метрике) равен углу

между векторами AqA\ и А0А2} где А\(х\9 t\)t A2(x2t t2)
{рис. 22), и значит, он равен

= I«2-"il

t

*0

/77,

£

\ /Alfa2fy

^^ffio&oto)

/ «zfr ^

*i(&,,t,)

Iff!*

Рис. 22.

ta-L U-L

— относительной скорости движения этих точек.

При такой интерпретации расстояния и угла теоремы
1, 2 и 3 на стр. 246 получают определенный физический
смысл, установить который предоставляется читателю.

9 Л. И. Головин»
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§ 6. Принцип относительности Эйнштейна

Из закона сложения скоростей (9) естественно

сделать следующий вывод: если система отсчета S'

равномерно движется относительно S со скоростью v и если

свет в системе S распространяется со скоростью с} то в

системе S' его скорость должна быть равна с — v в

направлении движения системы S' и c + v — в

противоположном направлении.* Однако в 1881 г. американским
физиком А. Майкельсоном было экспериментально
установлено, что на движущейся Земле солнечный свет

распространяется с одинаковой скоростью во всех на-

правлениях.
После попыток многих ученых как-то согласовать

результаты опытов Майкельсона с теорией, в 1905 г. была

опубликована фундаментальная работа А. Эйнштейна,
в которой излагалась новая теория пространства и

времени— так называемая специальная
теория-относительности. МЫ рассмотрим здесь только самые основные,

простейшие понятия этой теории.

В основу теории Эйнштейна был положен закон

постоянства скорости света во всех инерциальных *)
системах отсчета.

Таким образом, принцип относительности Галилея
состоит в невозможности установить равномерное
движение одной механической системы относительно

другой с помощью каких-либо механических экспериментов

внутри этой системы. Принцип относительности

Эйнштейна утверждает, что это невозможно сделать, исходя
не только из механических, но также и из каких-либо
оптических явлений (связанных, как известно, с

электромагнетизмом).
Но приняв закон постоянства скорости света,

Эйнштейн вынужден был отказаться от предположения о

существовании абсолютного времени, годного для
измерения временных интервалов сразу во всех инерциальных
системах отсчета.

То, что эта относительность времени с

необходимостью вытекает из закона постоянства скорости света,

*) В физике инерциальной называют такую систему отсчета,

в которой тело без действия на него внешних сил движется

равномерно и прямолинейно,
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можно видеть на следующем простом примере*).
Представим себе очень большой по линейным размерам
поезд, скорость которого сравнима со скоростью света

(«поезд Эйнштейна»). Пусть в этом поезде у
окна находится наблюдатель, который в некоторый
момент времени зажигает фонарик, испускающий луч
света в потолок. На потолке имеется зеркало, отразившись
от которого, луч возвращается к наблюдателю. Путь
луча света с точки зрения этого наблюдателя — дважды

проходимый отрезок АВ (рис. 23, а). Для наблюдателя
же, находящегося вне поезда, путь луча света

представится в виде ломаной линии, состоящей из боковых

сторон равнобедренного треугольника A\BA2t высота

которого равна АВ (рис. 23, б). Следовательно, путь,
проходимый светом, с точки зрения наблюдателя вне поезда,

больше, чем для пассажира поезда. А так как скорость

В

UfnnnnnH LQj^eiJnTrt|—LQpnnnnH
Т^Ь Щ!Т T^ft 0£Г W —^

Т5СГ

а)
ч

Рис. 23.

света постоянна, то время, которое потребуется свету на

этот путь по часам наблюдателя вне поезда, будет
больше, чем для пассажира поезда: часы внутри поезда
отстают по сравнению с часами на станции.

Закон постоянства скорости света делает
относительным и понятие одновременности, что хорошо видно на

другом примере. Предположим, что в центре вагона того

же поезда Эйнштейна находится наблюдатель, который
в некоторый момент времени зажигает фонарик. В

дверях вагона имеется механизм, благодаря которому
двери открываются, как только до них доходит свет.

Наблюдатель в центре вагона увидит, что задняя и передняя
двери открываются одновременно. С точки же зрения
наблюдателя вне поезда передняя дверь вагона уходит

*) Этот и следующий примеры заимствованы из брошюры
Л.Д.Ландау и Ю. Б. Румера [18].
9*
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от светового луча, тогда как задняя идет к нему навстре-^

чу. Ввиду постоянства скорости света, с точки зрения на*

блюдателя вне поезда свет достигает задней двери
вагона раньше, чем передней, и она откроется раньше.

Более того, даже последовательность событий может

быть разной и для этих двух наблюдателей. Так, если,

(например, из-за неисправности механизма дверей)
задняя дверь откроется несколько позже, чем на нее попа*

дет свет, то, если эта разница во времени достаточна"
мала, наблюдатель вне поезда все-хаки увидит задню

дверь открывающейся раньше, чем передняя, хотя для"
наблюдателя в центре вагона последовательность этих

событий будет обратной.

§ 7. Преобразования Лоренца

Итак, мы вынуждены отказаться от предположения,
что время — одно и то же во всех равномерно

движущихся друг относительно^друга системах отсчета. Мы

уже не можем считать, что для одного и того же

события /' = t. Как же связаны между собой координаты**,
t точки в системе S и координаты #', /' ее в системе S',
движущейся относительно S равномерно со скоростью и?
В классической механике эта связь линейна

(преобразования Галилея). Мы сохраним это предположение о ли*

нейной зависимости х\ V от х, t — тогда переходу
от S к S' будет отвечать переход к новому базису в

пространстве событий. Какова же метрика этого

пространства?
Пусть в некоторый момент времени (начальный для

обеих систем S и S') их начала координат совпадают:
х = х' =* 0 при / = V = 0. Предположим, далее, что при
t = ? =s 0 из общего начала координат обеих систем пу
щен световой сигнал, принятый в системе S в точке хг

в момент t, а в системе S' — в точке х' в момент

времени V. Ввиду постоянства скорости света с

1 *

1 t

х' 1

?

откуда x2 — c2t2 = 0 и х'2 — сЧ'2 = 0. Таким образом,
если выражение

х* — сЧ* (11)
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равно нулю в одной инерциальной системе отсчета, то

оно обращается в нуль и во всех остальных. Мы сделаем

теперь еще одно дополнительное предположение
— о том,

что выражение (11) вообще является инвариантом,

т. е. что оно одинаково во всех инерциальных системах

отсчета.

Положив х = хх и ct = х2 (и соответственно х! = х[ и
с? = х'2), мы можем наше пространство событий

рассматривать как псевдоевклидову плоскость, в которой
выражение (11), равное

2 2

Xi — #2»

является квадратом расстояния точки {хи х2) от начала

координат, или, что то же самое, квадратор длины
соответствующего вектора. Но базис, в котором квадрат
длины вектора имеет такой вид, является
ортонормированным (см. начало § 3). Ортонормированным будет по той

же причине *и соответствующий базис системы S', а

значит, матрица А перехода от базиса системы S к базису
S' псевдоортогональна:

1 Р

А =
Р 1

L±Ki—р2 ±Ki-p2J

(причем в каждом из столбцов стоит какой-то один

знак).
Следовательно,

'
__

gl + Р*2 '_ Pgl+g2
ei~

±VTZpl
вг~

£УТчрЛ

Рассмотрим сначала случай, когда оба знаменателя

положительны, и матрица А имеет вид

А> =

1 Р
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Тогда координаты х\, х2 и х\, х2 связаны

соотношениями

_

*1+Р*2
_

Р*1 + Н

или, в старых обозначениях,

х =±Ж, t =^L. (12)

Выражая отсюда х' и /' через л: и t, получим формулы

х-ут^'
1~

ггф'
(13)

Каков физический смысл параметра £?
Предположим, что в системе S' покоится точка М\ пусть,
например, это будет начало координат х' = 0. По первой из

формул (13) для этой точки имеем +

х
— Pc/f= 0, или у-

= Рс

Но у- есть скорость точки М в системе S, равная;

очевидно, скорости v системы S' относительно S.

Следовательно,
о о

0

у = рс, и р = т.

Подставив это значение р в формулы (12) и (13),
получим

* = ^ 1»
/=

, i (I4)

V-S У-S

/-S' lM
Преобразования (14) и (15) называются

преобразованиями Лоренца. Заметим, что формулы (15)
получаются из формул (14) простым изменением знака у v.
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Мы предполагали, что в матрице перехода от базиса

ей в2 к базису еи е'2 все знаменатели пбложйтельны.
Покажем, как исключить остальные случаи. Если бы во

втором столбце матрицы перехода стояли знаки минус
(а в первом какие угодно), то мы получили бы формулы

х- t'zHL. i

lA1?' - /-?'
и, например, при х' = 0, т. е. в начале координат
системы S', увеличению ? соответствовало бы уменьшение /,
что невозможно, так как при этом последовательность

всех событий в точке х' системы S' была бы обратной
последовательности тех же событий в системе 5. Если
же знаки минус стоят в первом столбце матрицы
перехода (а во втором столбце стоят знаки плюс), то

получаются формулы

-4*' + ''
/=

с

от которых к формулам (14) можно перейти, изменив

знак у х\ т. е. изменив на противоположное
направление оси Ох'.

Таким образом, мы можем ограничиться
исследованием преобразований Лоренца (14) и (15). Формулы

Лоренца имеют смысл лишь при ~| < 1, откуда

следует, что \v\ < с, т. е. что движение со скоростью, превы-
щающей скорость света, невозможно.'

Если v мало по сравнению с с, то

а тогда >

х' ж х — vt, t' & t. {

Таким образом, при малом v (по сравнению с с)
преобразования Лоренца переходят в преобразования
Галилея классической механики, /

4
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Пусть Ох и Ot — координатные оси пространства
событий системы S, Ох' и Of —оси системы S' (рис. 24).
Как мы знаем, оси Ох' и Of, если изображать их на

евклидовой плоскости, симметричны, друг другу
относительно биссектрис ММ' и NN' координатных углов

первой системы. Ось Of
можно рассматривать как

график движения начала

координат системы S'

относительно S: для всех

ее точек jt'=0. Наоборот,
ось 0/-Т7ЭТО график
движения начала координат
системы S относительно

5'. Тангенс угла наклона

оси Of к Ох по

абсолютной величине равен

ч"
\
\
\
\
\

^ ^г
у//
S S У

JT / /
' s 7

/ /•••'
< г»

и' /а"

t<

\
\

/ч
/7

,.•*
••*

t'

/ ,м

/ / /

/^Г. ...•"

h *

N ,-'
и'**'4-

\
\
\
\
\ ,
N'

Рис. 24.
где j-=v

—

скорость' дйи-

жения системы S'
относительно 5. А так как

|и|<с, то тангенс этот по модулю больше единицы, и

значит, все временные оси Ot лежат внутри угла MON,
а следовательно, все пространственные оси Ох -*-

внутри
угли MON'.

I X I

Для прямых ММ' и NN' имеем — = 1, т. е. | v | = с;

во всех системах отсчета это — график движения со

скоростью света.

§ 8. Некоторые следствия из формул Лоренца

1. Правило сложения скоростей. Из равенства (15)

dx' dx'
.
dt'

dt'
—

dt
e

Ш
"~

dx

dt~v

iA-5'
c25F+1

lA3

dx

u — v

P2
+ 1
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ИЛИ

откуда
u' + v

и ==■

— 4-1

Это — новая формула сложения скоростей.
Если и и v малы по сравнению с с, то и' ж и — v4 Если

u=z с, то из формулы (16) получаем

/ C — V
и = =— = с,

v

-Т+1

и Обратно, если и' = с, то и

и=- = с

Т+1

(и, значит, из формул Лоренца вытекает закон

постоянства скорости света).
2. Относительность одновременности. Предположим,

что события А и В в системе S происходят в один и тот

же момент времени t в точках с разными абсциссами хх
и Х2. Тогда в системе S' по второй иЗ формул (15) эти

события будут происходить в моменты времени

и t* =

откуда
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т. е. события, одновременные в одной системе отсчета, не

будут одновременными в другой. При этом разность

/г— t\ может быть как положительной, так и

отрицательной, в зависимости от знака разности Х\—х2. (Это
хорошо видно на чертеже: если события Л и В одновре*
менны в системе S, то отрезок АВ должен быть
параллелен оси Ох% г wyj онц одновременны в системе S\ то

он должен быт*Ь параллелен оси Ох.)
Больше того, даже последовательность событий

может быть в системах S и S' не одинаковой. Так, на

рис. 24 события Л и Л' одновременны в Чистеме S

(ЛЛ'ЦОх), причем Л' происходит, очевидно, позднее О,
а следовательно, и Л в системе S происходит после О.
В системе S' одновременны события Л и А" {АА'\Ох')9
и значит, событие Л (вместе с А") предшествует О.

Здесь, естественно^возникает такой вопрос: не может

ли случиться так, что, например, событие О, в системе S

послужившее причиной события Л, в системе S''
окажется происходящим после Л, что противоречило бы

принципу причинности. Покажем, что на самом деле этого

быть не может.
1 Точки, отвечающие событиям, которые в системе S

происходят после события О,— это все те и только те

точки, которые лежат выше оси Ох; точки,
отвечающие событиям, которые происходят после события О в

системе $',— это тачки, лежащие выше оси Ох'. Так
как все' пространственные оси проходят внутри угла
MON' (см. конец § 7), и, очевидно, каждая такая

прямая служит пространственной осью некоторой системы

отсчета, то пересечение всех полуплоскостей, лежащих
выше какой-либо из пространственных осей,— это угол

MON, заполненный всеми теми и только теми

событиями, которые следуют за О во всех системах
отсчета (его можно назвать «областью будущего»).
Аналогично, угол M'ON' представляет собой множество

всех тех событий, которые во всех системах отсчета

происходят д о события О {«область прошедшего»).
Точки же, лежащие в углах MON' и NOM\ отвечают

событиям, которые в одних системах отсчета

предшествуют О, а других
— следуют за О. Однако ни одно из

этих событий не может иметь своей причиной событие О.

Действительно, если событие О послужило причиной со-
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бытия А (Ху t) (см. тот же рис. 24), то какое-то

возмущение должно успеть дойти от О до А. Однако это

невозможно, так как длина вектора ОА вещественна и,
значит, для него во всех системах отсчета

х2 — c2t2>0, т.е. x2>c2t29

откуда

т. е. скорость и = -у- такого возмущения должна была

бы быть больше скорости света, что невозможно.

Аналогично показывается, что для л ю б ы х двух
событий А и В закон причинности не нарушается: если А
может служить причиной В, т. е. если существует сигнал,

распространяющийся (в данной системе отсчета S) от А
к В со скоростью v < с, то А предшествует В во всех

инерциальных системах отсчета.

3. Сокращение длин. Пусть в системе S покоится

стержень' длины /; координаты концов его обозначим

Х\ и x2t где Ху < х2\ тогда

I = Х2 — Х\.

Для того чтобы измерить длину V стержня в системе S',
надо отметить координаты его концов в какой-то (один
и тот же!) момент времени ?. Если эти координаты

х[ и #2, то по первой из формул (14)

х[ + Ы'
_

*'2 + v(f

откуда имеем

i — x2 — xx ,

/-7
или, так как длина V стержня в системе S' равна х2— хи
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Таким образом, длина V стержня в той системе

отсчета, относительно которой этот стержень движется,

меньше, чем длина его I в той системе отсчета,
относительно которой он находится в покое,'

Поясним этот результат на чертеже. Пусть точка А
лежит на пересечении гиперболы

Х2 _ с2/2 в /2

с осью Ох (рис. 25); тогда в системе S ее расстояние от

начала координат равно /. Если AA'\\Ot, то точки А и

Л' в системе 5 находятся на одном и том же

расстоянии • / от начала координат. (Это — одна и тй же

точка, покоящаяся в системе 5,
в разные моменты времени.)
Но в системе S' расстояние
точки А' от начала

координат равно ОА'\ оно м е н ъ-

ш е ОВ, равного /.
Наоборот, точка В,

лежащая на пересечении
гиперболы х2 — сЧ2 = Р с осью Ох',
в системе S' находится на

расстоянии / от начала

координат. Если BB'\Ot', то

точка В' в системе S'
находится от начала 'координат на

том же расстоянии /;
однако в системе S расстояние
точки В' от точки О равно

ОВ'<ОА = I— релятивистское, т. е. связанное с

теорией относительности сокращение длин взаимно.
Если v мало по сравнению со скоростью света, то

указанное сокращение длин в движущейся системе

отсчета настолько мало, что практически обнаружить его

Рис. 25.

невозможно.

то разность / — V

/Поскольку /' = ']/ 1-ir^/(1-p)»

относительно я
2с2 второго порядка

Так, с космической ракеты (при

скорости 12 км/сек) диаметр Земли (12 000 км)
покажется укороченным всего на 1 см.
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4. Замедление времени. Пусть в системе S на

неподвижных в ней часах протекает время Т от t\ до t2:

Г = /а — /ь

Найдем значения tu соответствующее tu rn tu
соответствующее t2, в vdnou и той же точке с абциссой х'
в системе S'. По второй из формул (14)

откуда

/-■7 /-7-
где V = <а — *'х — отрезок времени, протекающий в

системе S'; когда в системе S протекает время Т от t\ до /2;
значит,

Г = Г 1/1 - -J < Г.

Таким образом, временной интервал V между двумя
событиями, происходящими в одной и той же точке

системы S', которая движется относительно S, мень*

ше, чем время Т, протекшее между теми же

событиями в системе S.
Поясним этот результат на чертеже. Рассмотрим

гиперболу
х2 — сН2 = — с2Т*

(рис. 26), и пусть точка Л лежит на пересечении этой

гиперболы с осью Ot\ тогда ее временное расстояние от

точки О, т. е. время, протекшее от события О до Л, в

системе S равно Т. ЕслиЛЛ' || Ох, то события Л и Л'

одновременны в системе S.Ho в системе 5' время,
протекшее от О. до А', равно ОЛ'; оно меньше 05,
равного Т.

Наоборот, точка В в системе S' по времени удалена
от точки О на интервал Т. Если BB'^Oxf% то события В
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и В' одновременны в системе S'; однако в системе S

временное расстояние точки В' от О равно ОВ' — оно

меньше ОЛ, равного Т — лоренцово замедление
времени взаимно. +

Если скорость v мала по сравнению со скоростью
света, то это'замедление времени в движущейся системе

1
оно второго поряд-отсчета составляет всего ■(■г)'-

ка относительно—, и обнаружить его практически не-
с

возможно. Так, земные сутки покажутся космонавту

сократившимися меньше чем на i00QQceK-
5. Увеличение массы движущегося тела. Мы не

будем рассматривать
дальнейших выводов теории
относительности; упомянем еще
только один феномен —
увеличение массы

движущегося тела.

Если на тело действует
постоянная сила, то

скорость движения его в

обычных условиях возрастает

пропорционально времени

действия силы. Однако,
ввиду существования
предельной скорости, эта

пропорциональность не может

сохраняться и при больших

скоростях. При скоростях,
сравнимых со скоростью света, дальнейшее нарастание
скорости замедляется — тело как бы оказывает большее

сопротивление действующей на него силе. Можно
сказать, что масса тела увеличивается. При этом

оказывается, что
л

Рис. 26.

т =
mft

где m — масса движущегося тела, а —скорость его

движения и т0—масса покоя, т. е. масса тела в той систе-*
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ме отсчета, относительно которой оно покоится. Так,
в современных ускорителях электрон разгоняется до

скорости, отличающейся от скорости света всего на десятки

метров в секунду, при этом его^масса увеличивается в

тысячи раз. (Действительно, если скорость электрона v

отличается от скорости света, скажем на 30 м/сек, то

масса этого электрона

тл тл тп
т —

о о ~ о_

>Л-4 /tv V*
с-

у, 30

30-107

= 1000/5m0>2000m0

— увеличивается более чем в 2000 раз.)
Мы рассмотрели движение точки по прямой линии.

В общем случае, когда одна пространственная система

отсчета движется относительно другой равномерно и

прямолинейно, направление этого движения можно

принять за направление оси Ох, и тогда в классической

механике

x' = x— vt, У' = У, z'*=z, t' = t,

а в теории относительности

j X — Vt , . jf С

* =
r г* h( =У> -*'=*, V

-4 V■-•?•

Пространство событий в этом случае четырехмерно.
Сокращение длин (только в направлении движения) и.

замедление времени в движущейся системе отсчета про-
г.2

исходят в том же отношении ]/ i — JL.. ч/'



ГЛАВА X

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

I ТЕОРИИ ГРУПП

§ 1. Примеры групп. Определение группы

Рассмотрим множество всех целых чисел. При t л о-

жейии двух целых чисел получается снова целое

число. Если одно из слагаемых равно (целому) числу 0, то

сумма равна другому слагаемому: а + 0 = а; для

каждого целого числа а противоположное к нему число —а

(сумма которого с данным числом а равна 0) тоже

является целым. Операция сложения (в частности,

целых) чисел коммутативна (а + Ь = Ь + а для любых

двух чисел а и Ь) и ассоциативна ((a + b) +c=a+(brh
+ с) для любых трех чисел а, &, с).

Далее, если из множества всех целых чисел

выделить подмножество чисел, делящихся на данное число

k, то и оно обладает такими же свойствами. Это
множество тоже «замкнуто» относительно «операции
сложения»— сумма любых двух чисел, делящихся на А, делит*
ся на k\ это множество содержит 0 (нуль делится на

любое число); и, наконец, если а делится на А, то и — а

делится на k.

Аналогичными свойствами обладают и множество

всех рациональных чисел, множество всех вещественных
чисел или всех комплексных чисел — каждое из них

замкнуто относительно операции сложения; нуль явля?

ется одновременно числом рациональным, вещественным
и комплексным; для каждого (комплексного) числа а

имеется противоположное к нему чисдо —а такое, что

а+ ( — а) =4), причем
— а при вещественном а будет

вещественным, а при рациональном а— рациональным.
Операция сложения в множестве комплексных чисел (а
значит, в подавно, в множестве вещественных и- в

множестве рациональных чисел) коммутативна и

ассоциативна. Все это —примеры «групп по сложению».
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Рассмотрим теперь множество всех отличных от

нуля вещественных чисел и «операцию умножения» в

нем. Произведение любых двух таких чисел — снова

отличное от нуля вещественное число; произведение
любого числа а на (вещественное, отличное от нуля) число
1 равно а, и для каждого (отличного от нуля!)
вещественного числа а имеется обратное ему (и тоже отличцое
от нуля) вещественное число агх% произведение котррого
на а равно 1. ч

Аналогичными свойствами обладает и множество
всех отличных от нуля рациональных чисел,
множество всех положительных вещественных чисел или всех
положительных рациональных чисел, а также

множество всех отличных от нуля комплексных чисел или
множество комплексных чисел, по модулю равных 1,

Каждое из них замкнуто относительно операции умножения,
все они содержат единицу и у каждого из их
элементов имеется обратный элемент, принадлежащий
тому же множеству. Умножение комплексных (а значит,
и вещественных, и рациональных) чисел коммутативно

(ab = Ьа для всех а и Ь) и ассоциативно ((ab)c =
?=*а(Ьс) для всех а, Ь, с).

Это —примеры «групп по умножению».
Можно привести и более неожиданный пример": группу по

умножению образует, например, пара чисел, 1 и — 1.

Впрочем, множество, состоящее из одного числа 1

(или 0), тоже образует группу по умножению
(соответственно по сложению). Комплексные числа 1, tf — 1, —/
также образуют, очевидно, группу по умножению.

Складывать можно не только числа, но, например,

векторы линейного пространства /?, причем это

сложение подчиняется тем же законам, что и сложение

чисел: оно коммутативно и ассоциативно, в /?'имеется
нулевой элемент 0 такой, что х + 0f= х для любого x^R,
и для всякого вектора х е= R имеется противоположный
ему вектор — х> такой, что х + (— х) = 0.

Складывать можно матрицы одного и того же

строения (т.^е. [т X я]-матрицы, где т и п — какие-то

заранее заданные целые положительные числа). Это
сложение ассоциативно и коммутативно, имеется нулевая
матрица, прибавление которой не меняет второго
слагаемого—это матрица, состоящая из одних нулей, и
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для каждой матрицы [aik] имеется противоположная к

ней матрица [— aih] — такая, что [я<А] + [ — aik] есть

нулевая матрица. Если рассматривать только так назы-

$Я0Мые целочисленные матрицы (т. е. матрицы с целыми

элементами aik), то и суммой двух таких матриц будет
Матрица такого же строения, нулевая матрица является

цАйЬчвсленной, и для каждой целочисленной матри-»
щ5, противоположной к ней, будет тоже целочис*

Ленная матрица. Все это — тоже примеры групп по

сложению.

С другой стороны, и перемножать можно не только

числа, но, например, невырожденные квадратные
матрицы одного и того же порядка п с вещественными

(или только с рациональными или, наоборот, с

комплексными) элементами. Произведение двух таких

матриц тоже будет невырожденной матрицей (теорема. 3
главы III) с вещественными (соответственно с

рациональными, комплексными) элементами; единичная матрица
является невырожденной, и у каждой невырожденной

матрицы имеется обратная (тоже невырожденная и
тоже с вещественными или соответственно рациональ*
ными, комплексными элементами). Умножение матриц
ассоциативно, однако оно не коммутативно.
Множество всех невырожденных матриц порядка п с

вещественными (рациональными, комплексными)
элементами представляет собой пример
некоммутативной группы по умножению.

Дадим теперь общее определение группы.
Определение 1. Группой называется множество

Q элементов а, Ь, ,.., для которых определена
некоторая алгебраическая операция (обычно
называемая умножением или сложением), ставящая в

соответствие каждой упорядоченной паре а, Ь элементов

ц& 0 третий элемент с =*,а° Ь, причем так, что

выполнены следующие условиях
1. Эта операция ассоциативна: для любых трех

элементов а, Ь, с из G

(а°Ь) о с = а о (bo с).
2. В G существует «нейтральный» элемент е такой,

что

а° е = е° а = а

для каждого a^Gt
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3. Для каждого элемента а из G существует «го б-

ратный» ему элемент а"1 такой, что

а° а~1 = а~1 ° а = е.

Группа, в которой дополнительно выполняется

коммутативный закон:

4. Для любых двух элементов а, Ъ е G

а* Ь =г Ъ о а,

называется комму тати в но й, или абелевой.

Группа, состоящая из конечного числа элементов,

называется конечной группой. Число элементов

конечной группы называется ее порядком. Группа,
не являющаяся конечной, называется бесконечной.

В том случае, когда «групповая операция»
а°Ь*называется сложением и обозначается знаком +, группа
G' называется группой по сложению, или аддитивной

группой. В этом случае «нейтральный элемент» е

обычно обозначается символом 0 и называется нулём, а

элемент, обратный к а, обозначается через-*а и

называется противоположным к а. В том случае, когда

групповая операция называется умножением, а*Ъ

обозначается через аЪ, группа ^называется группой по

умножению, или мультипликативной группой, а

нейтральный элемент называется единицей и часто обозначается
символом 1.

Пользуясь ассоциативным законом, можно

определить произведение (сумму) трех и большего числа
элементов группы. Так как (ab)c=a(bc), то имеет смысл

говорить просто о произведении аЬс трех элементов,
равном, по определению, (ab)c = a(bc). Так же к!к для

линейных пространств, можно доказать единственность

единичного (нулевого) элемента группы и

единственность элемента, обратного (противоположного) данному.
Заметим, что .для каждого элемента а группы

(а*)~1= (яг1)*, так как ah (а-1)4 = а ... а а-1 ... а-1 = е\

k раз k раз

вместо (дг1)* мы будем также писать дг\ ДаЛее, в

каждой (например, мультипликативной) группе однозначно
разрешимы уравнения ах=Ь (решением которого,
очевидно, будет х = crlb} и уа = Ъ (для которого у>=

\
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ч

= &аг1); ясно, что если группа коммутативна, то эти

уравнения не различаются и х = у).
Еще одним важным примером группы может

служить группа вращений правильного
многоугольника. Пусть дан правильный п-угольник
AiA2...Ani и пусть О —его центр (сделайте чертеж).
Рассмотрим всевозможные повороты плоскости вокруг
точки О, при которых этот n-угольник совмещается
сам с собой. Таких поворотов, очевидно, п:

Оо
— поворот на Z.0 (тождественное

преобразование),
а\ — поворот HaZ —,

а2
— поворот HaZ ~^-,2»

an_i — поворот на Z — {п — 1).
По определению, умножение поворотов — это их

последовательное выполнение одного за другим:

ak о a/ = ah+i\

при этом естественно считать, что ah+n = ah для любого

&, в частности, ап = а^ Это умножение, очевидно,

ассоциативно (и коммутативно). Поворот а0 является

единичным элементов группы и ад"1 = an-k для всех k =

= 0, 1, ..., пг-l.
Если положить а\ = а, мы будем иметь а2 = а2, аз =

\= а3, ..., anwi = ап~х и, наконец, ап — ап = а0. Можно

сказать, что эта группа" образована степенями одного
из своих элементов (или что вна «порождается» одним

из своих элементов), а именно, элемента а = а\. Такие

группы называются циклическими. Группа
вращений правильного м-угольника является циклической

группой порядка п\ обозначается эта группа
символом Сп.

Группа целых чисел (по сложению) тоже является

циклической — она порождается одним из своих

элементов: ведь 2=1 + 1, 3 = (1 + 1)+ 1, — 1 есть эле--

мент, противоположный к 1, и т. д. Эта группа является

бесконечной циклической группой] обозначается она

символом С*.
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Рассмотрим еще один пример —группу V оамосов-

мещений, или группу симметрии, ^ромба
(она называется еще клейновской

группой четвертого порядка). Пусть дан ромб
ABCD (рис. 27). Он переходит в себя

при следующих преобразованиях:
Ы— тождественное -преобразование,
62 — симметрия» относительно Л С,

Ьъ — симметрия относительно BDf
64 — симметрия относительно

центра О.

Произведение (т. е. результат
последовательного выполнения одного за

другим) любых двух из этих преобразований — снова одно

из них. Эти преобразования образуют группу, которую
можно представить следующей «таблицей умножения»з

' 1
|

•

Ьг 1

&2

h 1
1

*i

61

»i

b3

64

bi

h

*1

ь»

b3

63 64

h

bi

bi

bi

64

h

bi

bl

(Ассоциативность этого умножения будет вытекать из

результатов § 3.)
Аналогичную таблицу умножения, где слева стоят

левые множители Ъи сверху — правые bk, а на

пересечении соответствующих строки и столбца — их

произведение bibhi можно написать для каждой конечной группы.
Таблицы такого рода называются таблицами К э-

ли. Легко видеть, что в каждой строке и в каждом

столбце таблицы Кэли все элементы стоят по одному
разу (так как из равенства bibi = b{bh умножением слева

на ЬГ1 получаем bt = bkt и из равенства bfit = &*&< то-
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же следует, что 6,= bh). Ясно также, что если группа

коммутативна, то ее таблица Кэли симметрична
относительно главной диагонали (т. е. при всех I и k

элемент, стоящий в пересечении f-flf строки и k-то столбца,
равен элементу, стоящему в пересечении k-и строки и

i-го столбца).

§ 2. Подгруппа

Определение 2. Подгруппой группы G
называется совокупность G\ элементов группы G, сама

являющаяся группой относительно заданной в G

операции.
Так, в аддитивной группе вещественных чисел

содержится подгруппа целых чисел, а в ней при любом k —

подгруппа чисел, кратных А.# Сама группа
вещественных чисел содержится в качестве подгруппы в группе
комплексных чисел.

В мультипликативной группе отличных от нуля

комплексных чисел содержится подгруппа вещественных

чисел, а в ней — подгруппа рациональных чисел,

подгруппа положительных вещественных чисел.

Много интересных подгрупп содержит
мультипликативная группа невырожденных матриц порядка п

(полная линейная группа), например, с вещественными

элементами. Отметим, в частности, подгруппу
ортогональных матриц и подгруппу унимодулярных
матриц (т. е. матриц с определителем, равным 1).
Подгруппами полной линейной группы являются также

группа матриц с определителем, равным ±1,
группа матриц с положительным

определителем, группа диагональных матриц, группа
скалярных матриц, т. е. матриц вида сЕ, где с ф 0
—любое число, а Е — единичная матрица, группа т р е-

уголь-ных матриц, т. е. матриц, у которых все

элементы снизу (сверху) от главной диагонали равны
нулю.

Для того чтобы убедиться в том, что

подмножество G\ группы G является ее подгруппой, надо прежде
всего проверить, что произведение (сумма) любых двух
элементов из G\ принадлежит G\ и что если qg Gb той

г1 е Gi. Но этого и достаточно, так как ассоциативный
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закон, справедливый во всей группе G, будет
выполняться и для элементов из Gb а элемент е (или 0) как

произведение аагх (как сумма а+(—а)) тоже будет
принадлежать Gb

Пусть дана группа G и a^G. Рассмотрим
всевозможные степени (положительные и отрицательные)

.. „ сг2, а-1, е = а0, а, а2, а3, ...

элемента а. Они образуют, очевидно, подгруппу
—

циклическую подгруппу, порожденную элементом а. При
этом возможны два случая: либо все эти степени
элемента а различны, либо среди них имеются одинаковые.

Последнее наверняка будет, например, в любой
конечной группе. Пусть, скажем, ат = а\ где т >, U Тогда
ата-* = е. Обозначим через k наименьшую
положительную степень, такую что ah = е. Тогда, для
того чтобы имело место равенство апн=£, необходимо
и достаточно, чтобы ^делилось н а £. Действительно,
если п = ks\ то ari*== (ah)a = е. С другой стороны, если

an = e и п = kp + q, где 0 < q < k, то, так как an=.

—аКр • а7 = ая = е, и А — наименьшая положительная

степень, в которой ah = е, то <? = 0; и п делится на k.

В этом случае элемент, а называется элементом k-го по-

рядка. Если все степени элемента а различны, то он

называется элементом бесконечного порядка. (Таким
будет, например, любой отличный от 0 элеме!т

аддитивной группы целых чисел.)

Для Toit) чтобы убедиться в том, что данное

множество G\ элементов конечной группы образует в

ней подгруппу, достаточно проверить, что произведение
(сумма) любых двух элементов множества G\
принадлежит G\. Действительно, в конечной группе каждый

элемент а — конечного порядка, и если aeGi и а*«=е

(откуда уже следует, что е = а - а *... * а принадлежит
k раз

множеству GO, то а*-1 • а\= а • ah-{ = e, и элемент

a^eiOi является обратным к а.

Легко видеть, что пересечение двух подгрупп
группы G само является подгруппой в G. Каждая группа
имеет подгруппу, состоящую из одной единицы (нуля),
и каждая группа сама является своей подгруппой (эти
подгруппы называются несобственными)^ Ясно,
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что подгруппа коммутативной группы всегда будет
коммутативной, в то время как подгруппа некоммутативной
группы может быть и некоммутативной, и

коммутативной; так; (некоммутативная) полная линейная группа
содержит коммутативную подгруппу скалярных матриц.

§ 3. Группы преобразований. Симметрическая
группа я-й степени

Важный класс групп составляют так называемые

группы преобразований.. Пусть М —
произвольное множество. Преобразованием множества М
мы теперь будем называть любое взаимно одно*
значное отображение Р этого множества на себя;
Это значит," что для каждого элемента х из М
однозначно определен его образ Рх*= х' е М, причем каждые
элемент xf из М служит образом единственного

элемента х, называемого его прообразом.
Умножением преобразований называется

последовательное выполнение их одного за другим: по

определению,

(PQ)x = P(Qx).

Умножение преобразований ассоциативно — это можно

доказать точно так же, как доказывалось выше для

линейных операторов. (§ 2 главы III), но, вообще

говоря, не коммутативно (не коммутативно уже

умножение линейных операторов). Роль единицы в

этом умножении играет тождественное преобразование
£, ставящее в соответствие каждому элементу х из М
его самого. Для каждого преобразования Р множества
М существует обратное преобразование Р~\9 ставящее в

соответствие каждому элементу xf из М его

(единственный по условию) прообраз х\ при этом, очевидно,

РР-1 = Р-Ф = Е.

.
Если множество М конечно и состоит из п

элементов, то всевозможные взаимно однозначные

отображения этого множества на себя называются

подстановками, а соответствующая группа преобразований
обозначается через Sn и называется группой подстановок из п

элементов, или симметрической группой п-Д степени.
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Рассмотрим симметрическую группу третьей
степени S3 — группу всех взаимно однозначных отображений
множества, состоящего из трех элементов а, Ь, с,—

например, это могут быть числа 1, 2, 3, на себя. Так как

из трех элементов можно составить всего шесть

различных перестановок:

123, 132, 321, 213, 231, 312,

то и число различных подстановок для них равно
шести. Обозначать их удобно следующим образом:

'-с
Р< = (:

1 2 3\
1 2 3/'

1 2 3\

2 1 3/'

'-(:
'.-t

1 2

1 3

1 2

2 3

а
!)■

'•Ч
"•4.

1 2 3^
3 2 1/>

1 2 3\
3 1 2/'

/1 2 3\ *

где, например, l2 3
J —это такое отображение

множества 1, 2, 3 ^га себя, при котором 1->2 (1
отображается в 2), 2->-3 и 3->1. Подстановки,
отличающиеся только порядком следования столбцов, например,

(2 1 3\ /1 2 3\

V3 2 1/
И

V2 3 lj'
не считаются различными-. Умножение подстановок —

это их последовательное выполнение (сначала правого
множителя, а затем — левого), поэтому, например,

_/1 2 3) /1 2 3\_/1 2 Э\

Л»

ибо в правом множителе 1->1, в левом 1->-3,
следовательно, в произведении 1->3, и т.д. Единицей при
этом умножении служит тождественная

подстановка Р1=[1 2 J и для каждой подстановки

имеется обратная ей:

Для того чтобы получить подстановку, обратную
данной, надо лишь поменять местами ее строки:

/1 2 ЗУ"1 /2 з 1\ /1 2 з\
\2 3 1/ —\\ 2 3/~V3 1 2/'
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i

Группу S3 можно представить такой таблицей Кэли:

S, Pi

Pi • Рх

Ра Ра

Рз Рз

Р4 ^4

Рб *•

Р« Р.

Р2

Ра

Pi

Р.

Р5

Р«

Рз

Рз

■Рз

Pt

Pi

Ре

Ра

Р4

Р4

Р4

Ре

р5

Pi

Рз

Ра

Р.

*•

Рз

Р4

Ра

Ре

Pi

Ре

Ре

Р*

Ра

Рз

Pi

Р»

Группа S3 некоммутативна, так как,

например,
РаРь=Р2, а РьРа = Ръ

(таблица Кэли этой группы не симметрична
относительно главной диагонали).
Мы подробно рассмотрели группу подстановок из

трех элементов; обратимся теперь к общему случаю.
Подстановку из п элементов — например, чисел 1,2,...
,.., п — можно обозначить символом

/1 2 3 ... п \

К «2 a3'"aJ'
показывающим, что 1 переходит в оы, 2— в аг, и т. д.;

здесь аь аг, ..., а„ —это те же числа 1, 2, 3, ..., я, но

расположенные, вообще говоря, в каком-то др'угом
порядке. Расположение столбцов в этой записи не играет
роли и, например,

(I 2 3 4\ (2 1 3 4\ (3 1 4 2\

\2 4 3 1/~\4 2 3 1/~~ V3 2 1 4/>
и т' А'

Число подстановок из п элементов равно, очевидно, п\,
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Перемножаются подстановки в общем случае так

же, как подстановки из трех элементов. Так,
например,

1 2 3 4\/1 2 3 4\ /1 2 3 4\

2 3 4 1/\4 3 1 2] \\ 4 2 3/'

(Сначала выполняется правая подстановка, а потом

левая: здесь 1-4-4, а затем 4-^1; далее, 2-^3, а затем

3->4, и т. д.) Умножение подстановок ассоциативно,

но, вообще говоря,, не коммутативно. Подстановка

1 2 3 ... п)
1 2 з ... п)

играет роль единицы и называется тождественной

подстановкой. У каждой подстановки имеется обратная:

/1 2 ...л Y-1 К <*2...<*n\
К a2 — aJ \i 2 ...л У

Группа подстановок из п элементов

{симметрическая группа п-й степени) имеет, очевидно, порядок п\.

Подстановки бывают двух типов: четные и

нечетные. Подстановка называется четной, если обе

составляющие ее перестановки (т. е. верхняя строка и

нижняя) — одинаковой четности, и нечетной — в противном

случае. Это определение не зависит от способа'записи

подстановки: если поменять местами ее столбцы, то в

обеих составляющих ее перестановках произойдет по

одной транспозиции, отчего четность каждой из них

изменится, а значит, четность самой подстановки не

изменится.

Теорема 1. Произведение двух подстановок
одинаковой четности является четной подстановкой, а

произведение двух подстановок разной четности —

нечетной подстановкой.

Доказательство. Рассмотрим произведение
двух подстановок

\п h ••• «n/ \п н2 ••• нп/ vi га ••• гп/
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Если подстановки А и В одинаковой четности, то либо
они обе четны^ либо ,обе нечетны. В первом случае
перестановки а1<Х2...ал и 0102... {in, а также [Jiffe ... Рп и

YiY2 • • • Y»—^одинаковой четности, и значит,
перестановки aict2.,. an и Y1Y2 • • • Yn

— одинаковой четности. Во

втором случае перестановки aia2...an и Р1Э2... Р« —

разной четности, но и перестановки р^г-.-Рп и

YiY2... Y»
— тоже разной четности, а значит,

перестановки aia2...a„ и Y1Y2• •» Y»
— одинаковой четности.

В обоих случаях подстановка АВ— четна.

Если подстановки А и В—разной четности, то либо

подстановка А четна, а В нечетна, либо —"наоборот.
В обоих случаях перестановки aia2... ап и Y1Y2 •.. Y»
разной четности, и значит, подстановка АВ — нечетна.

Следствие. Все четные подстановки
симметрической группы Sn образуют в ней подгруппу. Порядок
этой подгруппы равен, очевидно,-—-. Она называется

знакопеременной подгруппой симметрической
группы и обозначается символом Лп.

§ 4. Изоморфизм групп

В симметрической группе третьей степени 53
имеются три подгруппы второго порядка: {Pi, Р2}, {Pi, Р»},
{Pi, Pa) с таблицами Кэли:

Pl

/у

р,

Pi

Рз

Рз

Ръ

Pi

■

P1

Pi Pi

Рг Pi

Рг

Рг

Pi

Если рассматривать их независимо от группы 5а, они

отличаются друг от друга только обозначениями

элементов. В группе S3 имеется еще подгруппа А третьего
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порядка {Рь Рб, Ре} с таблицей Кэли:

Pl

Pl Pi

р5 р6

Ре Ре

1 Р.

Р*

Ре

Pi

Ре

Ре

Pi

Р»

Сравним ее с групцой вращений правильного

треугольника:

а°

а° °°

аг

а2

ах

Ч

аг

аг

а2

<*о

а%

Я2

°°

аг

Эти группы тоже отличаются только обозначениями
элементов. Такие группы называются
изоморфными; их можно считать одинаковыми, поскольку с точки

зрения их «групповых» свойств (т. е. тех свойств,
которые единственно изучаются в теорий-групп) они не

различаются между собой.

Дадим теперь определение изоморфизма групп.
Определение 3. Группы Gx и G2 называются

изоморфными, если между их элементами можно

установить взаимно однозначное соответствие,
сохраняющее групповую операцию, т. е. такое, что если

хи ух е Gb x2, У2 e G2 и хх ++ хъ У\ ++ Уъ
то

*1 • У\ +"* *2 ° УЧ*
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Соответствие ««-* можно рассматривать как такое

(взаимно однозначное) отображение / (скажем,
мультипликативной) группы G\ на (например,
мультипликативную же) группу G2, что для всех х, у е G\

, fW=fW(y).

Заметим, что если / — изоморфное отображение
группы Gx на группу G2, то f(ex) = е2, где eit i — 1, 2,—
единица группы G, и [/ (xi1)] = [/ fa)]-1 для каждого

Х\ е G\. Действительно, пусть х2— произвольный
элемент группы G2 и Х\

— такой элемент группы Gb что

f(xi) = х2. Тогда

*2 = /(*i) =/(x^i) =f(xi)f(ei) = x2f{ex)
и

x2 = f(xi) =/(ад) =f{ei)f(xi) = f{e{)x2i

а значит, j(ei) — e2 — единица группы G2 (ср. стр. 72).
Далее,

и

/ U"1) / (*l) = f fe^l) =/(**)= *,.
и значит,

[/(^-^/(хГ1).
Легко проверить, что все группы второго порядка (а
также все группы третьего порядка) между собой
изоморфны. Но для порядка четыре существуют уже две

неизоморфные между собой группы: группа вращений
квадрата С\ и группа симметрии ромба V.

Выше мы назвали циклической группой группу,
образованную степенями одного из своих элементов.

Можно сказать, что циклическая группа порядка п —

это группа, изоморфная группе вращений правильного
п-угольника (легко видеть, что все циклические

группы одного и того ,же порядка изоморфны между

собой!), а бесконечная циклическая группа — это группа,
изоморфная аддитивной группе целых чисел.

Заметим еще, что операции в изоморфных группах

могут обозначаться по-разному. Так,
мультипликативная группа положительных чисел изоморфна аддитивной
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группе вещественных чисел. Изоморфное соответствие

между ними устанавливается отображением
f(a) «=logea,

где с Ф 1 — произвольно выбранное фиксированное
положительное число.

§ 5. Разложение группы по подгруппе

Рассмотрим сначала следующий пример. Пусть G
будет аддитивная группа целых чисел и А —ее
подгруппа, состоящая из всех чисел, кратных k. Разобьем

группу G на классы, относи it одному классу числа,
дающие при делении на k одинаковые остатки. Тогда
для того, чтобы два числа х и у попали в один и тот

же класс, необходимо и достаточно, чтобы их разность
делилась на k и, значит, принадлежала подгруппе Л:

х—у = kn&A%
откуда х = у + а, где ае/1.

Так мы получим, очевидно, k классов, считая одним
из классов и подгруппу Л.

Схематически это разложение группы целых чисел

по подгруппе чисел, кратных k> при k = 5 можно

представить следующим образом:

А
1

П+А

\2+А
з+л

и

... —20,

... -19,

... -г-18,

—17,

... —16,

—15,

—14,

-13,

-12,

-и,

-ю,

—9,

—8

-7,

-6,

-5,

—4,

-3,

-2,

-1,

0,

1,

2,

3,

4,

5, 10 15, 20, ...

6, И, 16, 21, ...

7, 12, 17, 22, ...

8, 13, 18, 23; ...

9, 14, 19, 24, ...

Введем теперь операцию сложения в множестве

самих классов. Пусть даны два класса В и С. Выберем в

каждом из них по одному элементу (по представите-
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лю), скажем, беВисеС, и сложим их, а суммой
классов В + С условимся считать класс, содержащий
сумму b + с. Такое определение сложения классов

будет иметь смысл, если тот класс, в котором
содержится сумма b + с, не зависит от выбора
представителей b и с в классах В и С; проверим, что это действи;
тельно так. Если Ь' тоже принадлежит В, а с'е С, то

b—b' = kn\ и с—с' = kn2t
а тогда

(b + c)-(b'+c/) =£(п, + п2)

делится на k и, значит, суммы b + с и Ь' + с'
принадлежат одному и тому же классу.

Так определенное сложение классов ассоциативно

и коммутативно, ибо этими свойствами обладает
сложение в самой группе G, Класс, совпадающий с

подгруппой Л, играет роль нуля, так как в качестве

представителя из Л можно взять нуль, a g + 0 = g

при всех g €= G. Наконец, для каждого класса В

имеется противоположный ему: если b ^ В, то4класс,
содержаний —&, будет противоположным к В, так как

Ь+(—6)=0еЛ. Поэтому совокупность построенных
классов сама образует группу относительно

определенного нами сложения классов. ^

Полученная группа (группа классов) называется

ф акт о р - группой группы целых чисел по подгруппе
чисел, кратных k. Она является, очевидно,

циклической группой порядка k. ^

Аналогичная конструкция применима и в общем
случае. Пусть G—произвольная, на этот раз
мультипликативная группа, и Л — некоторая ее подгруппа.
Обозначим через хА множество всех элементов Ъида ха,

где а^А\ хА называется левым смежным

классом группы G по подгруппе Л.
Каждый элемент у, принадлежащий классу хА,

назовем эквивалентным х (будем писать у
~ х).

Отметим следующие"свойства этого понятия:

1. Каждый элемент х эквивалентен самому себе:
х~х (р е ф л е кс и в н ость отношения ~), так как

х = хе&хА.
2. Если у ~ х, то х ~ у {симметричность

отношения ~),
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Действительно, если у
~ ху т. е. у^хА> то у = *а,

где а е Л, а тогда* = {/а-1 е (/Л, и значит, х ^ у.
3. £с/ш х ~ у и у ~ z, то х ~ z

(транзитивность отношения ~). По условию, а: — г/,
т. е. х = уаи и у ~ zy т. е. у = za2y где аь а2е1,
Но тогда х = (еа2)а! = z(a2al) ^zAt и значит,

х ~ z.

Сделаем теперь отступление общего характера.
Предположим,- что для элементов некоторого множества М

задано отношение ~ (запись х ~ у читается: «л:

эквивалентно у»), обладающее свойствами
рефлексивности (всегда х~х), симметричности (если
х ~ у, W у ~ х) и транзитивности (если х ~ у
и у ~ z, то* ~ z)\ тогда говорят, что в этом множестве

задана отношение эквивалентности. Примерами
отношения эквивалентности могут служить равночисленность
конечных наборов предметов, параллельность прямых,
подобие треугольников, и т. д.

Теорема 2. Если в множестве М 'задано
отношение эквивалентности, то это множество разбивается на

непересекающиеся классы эквивалентных между собой
элементов.

Доказательство; Обозначим через S{x)
множество всех' элементов, эквивалентных х (элемент
x/^S(rx) в том и только в том случае, если х' ~ х)~.
Покажем сначала, что если элементы х и у
эквивалентны, то соответствующие классы S(x) и S(y) совпадают.
Действительно, если x'-^S(x)> то х' ~ х. Но так как

х ~ у, то-х' ~ у и, значит, /gS((/). Мы видим, что

каждый элемент х' из класса S(x) принадлежит S(y).
Аналогично показывается, что каждый элемент у' из

класса S(y) принадлежит S{x). Следовательно, S(x) —
= S(y).

Покажем, далее, что если элементы х и у не

эквивалентны, то классы S(x) и S(y) не пересекаются.
Действительно, если z^S(x)f\S(y), то z ~ х и z ~ у,
а тогда х ~ у. Теорема доказана.- .

Вернемся к нашей группе G и введенному в ней
выше отношению ~. По теореме 2 группа G
разбивается на (непересекающиеся) классы эквивалентных между
собой элементов, Эти классы называются левыми смеж-

10 Л. И. Головина
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ными классами группы G по подгруппе А. Одним из

этих классов будет, очевидно, сама подгруппа Л.

Если G — конечная группа, то все ее смежные

классы по данной подгруппе Л состоят из одного и того же

числа элементов (элементы смежного класса хА
взаимно однозначно соответствуют элементам подгруппы Л,
так как если бы ха\ равнялось ха^У то а\ было бы
равно а2). Отсюда вытекает важная

Теорема Лагранжа. Порядок подгруппы ко-

нечной группы является делителем порядка группы.
Доказательство. Пусть G— конечная группа

порядка п и А — ее подгруппа порядка k. Разложим

группу G на левые смежные классы по подгруппе Л.
Если /

— число полученных классов, то, поскольку
каждый класс состоит из k элементов, общее число

элементов группы
n = kj,

и значит, п делится на k. Число / (тоже являющееся,

очевидно, делителем п) называется индексом

подгруппы Л в группе G.

Каждый элемент g группы G порождает в ней

циклическую подгруппу {g}t состоящую из всех степеней
этого элемента. Порядок подгруппы {g} совпадает с

порядком, элемента g в группе G. Ввиду теоремы
Лагранжа порядок каждого элемента конечной группы

является делителем порядка группы.
Всякая конечная группа, порядок которой —простое

число, является циклической, так как циклическая

подгруппа, порожденная в ней любым из ее элементов

(кроме е), должна совпадать со всей группой.
Аналогично левостороннему разложению, можно

построить правостороннее разложение группы G
по подгруппе Л (на классы Ах). В коммутативном
случае оба разложения совпадают (состоят из одних и тех

же классов).
В некоммутативной группе левостороннее и

правостороннее разложения могут оказаться различными.

Рассмотрим, например, разложение симметрической труп*
пы S3 по ее подгруппе В = {Ри Р2}. Левостороннее
разложение состоит из классов

В, Рф == Р§В = {Р§> Р5}, РЬВ = Р6В = {Рз, Ре),
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йравостороннее разложение — из классов

В, BPQ = ВРА = {Р4, Р6}, ВРЬ = ВРЪ = {Р3, Рь}.
В то же время левостороннее и правостороннее
разложения группы 53 пг> ее подгруппе третьего порядка
УГ?= {Рь Рб, Ре} совпадают: «каждое из них состоит из

двух классов /

А = {Рь Р5, Ре} и АР2 = Р2А = {Р2, Р3, Р4}.

§ 6. Нормальная подгруппа

Обобщим теперь конструкцию, которая в начале

§ 5 привела нас к понятию группы классов

(факторгруппы) аддитивной группы целых чисел. Пусть А —

ггодгруппа произвольной группы G. Образуем
всевозможные левые смежные классы группы G по подгруппе
А и попытаемся определить умножение этих классов

следующим образом: если даны два класса В и С,
выберем из них по представителю: Ъ е В> cgC,
перемножим этих представителей и в качестве

произведения ВС возьмем тот класс, в котором содержится'- be.

Необходимо только проверить, не зависит ли это

определение произведения классов от выбора
представителей в них. Итак, пусть Ь' ~ Ьу с' ~ с\ можем ли мы ут*

верждать, что b'c' ~ be} По условию, Ъ' = Ъах и с' — са2у

откуда Ь'с' = Ъа\са2. Если группа G коммутативна, то

ахс = сах (1)
и

Ь'с' = bc{aia2)> т. е. Ь'с' ~ be.

В некоммутативной группе равенство (1),
вообще говоря, места не имеет. Однако для нашей цели

достаточно следующего, более слабого, чем

коммутативность, условия: достаточно, чтобы произведение* ахс
можно было представить в виде ca^t где а3еЛ, причем
а3, вообще говоря, отлично от а\. Если это так, то
Ь'с' = Ьс(аза%), т. е. V<f ~ be, и произведение классов
не зависит от выбора представителей в них.

Итак, мы будем теперь предполагать, что

подгруппа А обладает следующим свойством: для каждого
элемента а^А и произвольного элемента g e G найдется

элемент а^А такой% что ag = ga. Это значит, что для

10*
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любого -а&А и произвольного g^G произведение
g~lag = a^A. Обозначив через g~lAg множество

всевозможных элементов вида g~lag, где аеЛ, дадим

следующее

Определение 4. Подгруппа А группы^G
называется ее нормальной подгруппой, или

нормальным делителем, или еще инвариантной
подгруппой, если для любого элемента g e G

g~lAg^A.

Теорема 3. Пересечение двух нормальных под-

групп группы G. само является нормальной

подгруппой G.
Доказательство. Пусть А\ и Л2— нормально

подгруппы группы G и А = А\{] А2. Мы знаем, что

Л —подгруппа в G (§ 2). Далее, так как A s A{ и

А е Л2, то для любого элемента g e G

g-xAg = g-lAig = Ax
и

g-lAg s g~lA2g <= Л2,
а значит,

g"lAgsAi(] А2='А,

т. е. Л — нормальная подгруппа группы G.

Теорема 4. Для того чтобы подгруппа А группы
G была ее нормальной подгруппой, необходимо и

достаточно, чтобы &ля любого элемента g e G имело место

равенство

g~lAg = A. (2)

Доказательство. Достаточность условия (2)

следует из определения 4. Для того чтобы доказать его

необходимость, предположим, что Л — нормальная
подгруппа группы G; тогда для любого элемента geG
gmlAgs^A, а значит, и gAg-1 = (g'l)"lAg-1 s Л,
откуда, в свою очередь, следует, что Asg~lAg. Но если

g"lAg £ А и Л ^ g~lAg, то g~Mg = Л.

Теорема 5. Для того чтобы подгруппа А группы G

была ее нормальной подгруппой, необходимо и

достаточно, чтобы левые и правые смежные классы группы О

по подгруппе А совпадали,
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Доказательство. Из равенства

g-iAg = A

вытекает, что

Ag = gA,

т. е. что для любого geO левый и правый смежные

классы, содержащие этот элемент, совпадают.

Обратно, если для любого ge G

Ag = gA,
то

g~lAg = Л,

и А -*- нормальная подгруппа.
Так, в симметрической группе S3 подгруппа А =

= {Р\У Рб> Рб\ будет нормальной подгруппой, подгруппы
же {Р\у Р2}, {Р\, Рг} и {Pi, P4} нормальными не

являются.

Легко видеть, что при любом п знакопеременная
подгруппа Ап является нормальной подгруппой
симметрической группы Snt так как разложение группы Sn
по подгруппе Ап (и левостороннее, и правостороннее)
состоит из двух классов — самой подгруппы Ап и

множества В всех остальных элементов (т. е. множества

всех нечетных подстановок). Совершенно аналогично

этому в любой группе всякая подгруппа индекса 2
является формальной подгруппой.

В коммутативной группе- любая подгруппа являет-

ся> очевидно, нормальной.

§ 7. Фактор-группа

Пусть G — произвольная группа, А—ее нормальная
подгруппа и S — множество всевозможных смежных

класов группы G по подгруппе А (напоминаем, что

левые и правые смежные классы в этом случае
совпадают). В множестве классов S введем операцию умно-
женил у полагая

хА »-уА — хуА.

Так как подгруппа А является нормальной, то

произведение хА • уА не зависит от выбора представителей
х и у в перемножаемых классах,
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Проверим, что у нас получилась группа.
1. Ассоциативность умножения классов

вытекает из ассоциативности умножения в группе G:

(хА . уА) . zA = {ху)А . zA = {xy)zA =

=x(yz)A = хА • {yz)A = #Л • (уА -zA),

2. Единичным элементом,служит сама

подгруппа А:
А - хА — еА - хА = ехА = хА,

хА - А = хА • еА = хеА = хА.

3. Обратным к классу хА будет класс хг1А, так

как

хА • дгМ = хх"1А = еА = А,

х~1А • хЛ = дг^яЛ = еА = Л.

Полученная группа обозначается через^ GJA и

называется фактор-группой группы G по нормальной
подгруппе Л.

Фактор-группа коммутативной группы
коммутативна, так как в этом случае для любых двух классов

хА . уА= (ху)А = {ух)А = уА - хА.

Порядок фактор-группы конечной группы равен
индексу нормальной подгруппы Л в группе G, и значит,
является делителем порядка п группы G.

Фактор-группа симметрической группы Sn по ее

подгруппе Ап состоит из двух элементов и является,

следовательно, циклической группой второго порядка.

Пр-имер. Покажем, что в группе G всех невырожденных
матриц порядка п (например, с вещественными элементами) подгруппа А
унимодулярных матриц (т. е. матриц с определителем, равным 1)
является нормальной подгруппой, и найдем фактор-группу G/A.

Унимодулярные матрицы образуют подгруппу в 6, так как

произведение двух унимодулярных матриц и матрица, обратная унимо-
дулярной, являются унимодулярными (теорема 3 главы III).

Далее, подгруппа А унимодулярных матриц является

нормальной, так как если матрица a s А и, значит, \а\ — 1, то для любой

матрицы jfeG

\e-1ag\ = \g-1\\a\\g\ = \g\-1\a\\g\ = \a\ = l

и g-iageA.
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Найдем фактор-группу G/A. Покажем прежде всего, что для

того, чтобы две матрицы b и с принадлежали одному и тому же

смежному классу группы G по подгруппе Л, необходимо и

достаточно, чтобы они имели равные определители. Действительно если
Ъ ~ с, т. е. b *= са, где а е А и, значит, |д| = 1, то \Ь\ = |с| |а| =
■= \с\.

Обратно, если \Ь\ = \с\, то Ь = ^(с"1^), где

|с~Ч>| = \сгЦЬ\ = |с|-МЬ| = 1

и, значит, c~~lb е Л, т. е. b е сЛ и Ь ~ с.

Таким образом, каждый смежный класс G по Л вполне

характеризуется определителем входящих в него матриц. Перемножению
классов отвечает перемножение произвольных представителей из них,

и, значит, произведение классов В (матриц с определителем р) и С

(матриц с определителем ч) ^тъ класс ВС-~ матриц с

определителем (to. Следовательно, фактор-группа G/A изоморфна
мультипликативной группе отличных от нуля вещественных чисел.

§ 8. Прямое произведение групп

Определение 5. Пусть даны группа G и две ее

подгруппы G\ и G2, причем выполнены следующие
условия:

1) Gi и G2 являются нормальными подгруппами
группы G,

2) пересечение G\ f| G2 состоит только из единицы е,

3) каждый элемент группы G может быть
представлен в виде произведения а{а2, где ах е Gb а2е G2.

Тогда группа G называется прямым произведением
своих подгрупп G\ и G2. (Это записывается так: G =

■= d X О2.)
Теорема 6. I. Каждый элемент группы G= GiXG2

однозначно представляется в виде произведения аха2>
где a{^Gi и а2 е G2.

II. Каждый элемент й\ е G\ коммутирует с каждым
элементом а2 е G2 (т. е. аха2 = a2ai).

Доказательство. I. Предположим, что какой-то
элемент группы G двумя способами представлен в виде

произведения элементов подгрупп G\ и G2:

аха2 = ЪХЪ2 (где аи Ъ\ е Gb a2, Ъ2 е= <G2),

Умножая обе части последнего равенства слева на

bi1, а справа
— на а% \ получим

bi ах = b2a^1. (3)
Но b^axGiGlt а Ъга~1Л ^G2, и? значит, элемент (3)
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принадлежит пересечению G1(]G21 т. е. он равен е\ ,

bi1^ = e=*= Ьгс£х%
откуда Ь\ = а\ и Ь2 = а2.

II. Пусть ai е= Gj и а2 е G2. Рассмотрим так называ-*

емый коммутатор этих элементов: t,

а^а^а&ъ. . (4) ;

Произведение a^di1^ e G2,* так как G2 — нормальная ;

подгруппа, и значит, произведение {а^а^а^) а2 при-
-

надлежит G2. С другой стороны, произведение alxaxa% >

принадлежит Gb так как G\— нормальная подгруппа, -

и значит, произведение а ["Ч^^а) принадлежит^,^
Таким образом, коммутатор (4) принадлежит пересече--„

нию G\ П G2, и потому он равен е: (ц}а\ха^х% = е. Умно- ;

жая последнее равенство слева на а2а\у получим

а\й2 = а2й\,

т. е. .любой элемент из G\ Коммутирует с любым

элементом из G2.
Аналогично можно определить прямое произведение

G s= G\ X G2 X .. • X Gn n множителей. Здесь все под*

группы Gi являются нормальными подгруппами G,
пересечение каждой из подгрупп G» с подгруппой,
порожденной в G всеми остальными множителями Gb G2, ..., G^b
G<+i, ..., Gn, состоит только из единицы, и каждый
элемент группы G можно представить в виде

произведения а\й2... ап, где ах е= G{.
Легко видеть, что порядок прямого произведения

конечных групп равен произведению порядков
сомножителей.

Теорема 7. Пусть даны две группы А и В] тогда существует
такая группа С, которая является прямым произведением своих под'

групп G\ и G2, соответственно изоморфных данным группам А и В.

Доказательство. Будем обозначать элементы группы Л
буквами а, а'V..., элементы группы В — буквами bt Ь'
Рассмотрим множество всевозможных пар элементов (а, Ь), где аеЛ,
b е В. Произведение двух таких пар, по определению, положим

равным
(fli, bi) («2, b2) = (аха2, Ьф2).

Легко видеть, что множество G пар (а, Ь) с так определенным

умножением является группой, единицей которой служит пара (a0t Ь0),
где q#

— единица группы А4 а Ь0 — единица группы В, Множество G\
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пар вида (а, Ь0) образует в G подгруппу, изоморфную,
очевидно, группе Л, а множество G2 пар вида (я0, б) — под-

г р утгп у, изоморфную В.
Покажем, что группа G является прямым произведен и-

е м своих подгрупп G\ и G2. Действительно, пересечение
подгрупп G\ и G2 состоит только из единицы —пары (а0, bo). Каждый
элемент (а, Ь) из G является произведением элемента (а, Ь0) из G\
и элемента (а0, Ь) из G2. Наконец, каждая из подгрупп G\ и G2
является в G нормальной подгруппой. Покажем это, например,
для G\. Рассмотрим произведение g~l(a\ bQ)g, где g

= (a, b) —

произвольный элемент из G, а (а'} Ь0) принадлежит G\. Мы имеем,

очевидно,

g-i(a', b0)g « (a, ft)-" (a', Ы (a, *) -

= (a-1, 6-1) (a', 60) (a, ft) = (a-Va, 60) e Glf

и значит, подгруппа G\ — нормальная.
Так, например, прямое произведение 'А X В двух циклических

групп А = {еи а) и В = {е2} Ь) второго порядка состоит из четырех

элементов-

е «= (ей е2) а = (а, е2), Ь^= (еи b), ab =* (я, Ь).

Легко видеть, что эта группа изоморфна клейновской группе V
четвертого порядка.

Прямое произведение циклической группы а = {ей а) второго
порядка нециклической группы В — ,{e2f b, b2} третьего порядка
состоит из элементов

е = (еи е2), а = (a, erf, b = (eu fc),

ab=(afb)f b*=(eub*)f ab2 = (a, b>)

и является циклической группой шестого порядка, так как, например,

(аЬ)* = Ь\ (ab)3 = at (ab)* = Ь, (ab)b = аЪ\ (ab)* = е.

§ 9. Классы сопряженных элементов группы

Определение 6. Пусть G — произвольная (для
определенности, мультипликативная), группа и а — один
из ее элементов. Каждый элемент Ъ вида g~lagt где

gezG, называется сопряженным с а. (Условимся
писать в этом случае Ъ « а.) Говорят еще, что элемент Ь

получается. трансформированием элемента а

с ломощью элемента g.
Отметим следующие свойства отношения

сопряженности «:

1. Каждый элемент сопряжен самому себе, а & а

(рефлексивность отношения «),—так как а =

= e~laet .
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2. Если элемент b & а, то а&Ь
(симметричность отношения «)—так как из равенства Ь =»

= g"xag вытекает, что a = gbg~l= {g~l)~lbg-1.
3. Если а & b и Ъ « с; то а & с

(транзитивность отношения «). Действительно, из равенств
я = g^bgu b = ga ^#2 вытекает, что а = gi1g21cg2g1 =»

Таким образом, отношение сопряженности «

рефлексивно, симметрично и транзитивно, а' значит, оно

является отношением эквивалентности (см.
стр. 289) и определяет разбиение группы G на

непересекающиеся классы сопряженных между собой элементов.
Множество элементов, сопряженных с данным

элементом а (т. е. элементов вида g~lag, где geG), мы

обозначим через К (а). Очевидно, что а&К{а).
Классы сопряженных элементов состоят, вообще

говоря, не из одного и того же числа элементов. Единица
всегда образует отдельный класс, так как g~leg *=■ е при
любом g. Воо0ще, каждый элемент, перестановочный
со всеми остальными элементами группы, образует
отдельный класс. В коммутативной группе каждый
элемент образует отдельный класс, и значит, в

коммутативной tpynne число классов сопряженных элементов

равно порядку группы. В некоммутативной группе
число, классов меньше порядка группы.

Порядки сопряженных между собой элементов
одинаковы. Действительно, если ah = е и b — g~l ag, то

bh = g~lag . g-lag ..... g~lag = g~Wg = *,

Обратно, если bm = e, то и am = e, и значит, те

наименьшие степени, в которых элементы а и b равны единице,
одинаковы.

Пример. В симметрической группе S3 элемент Р\ первого
порядка, элементы Р2, Рз, Ра — порядка 2, элементы Р5 и Рв —

порядка 3. Единичный элемент Pi сопряжен только сам с собой. Три
элемента порядка 2 сопряжены между собой, так как, например,

Элементы Р5 и Рв тоже сопряжены между собой, так как Р^Р^Р^ =
= Рв. Но элементы Р2, Рз, Л второго порядка не" могут быть

сопряжены с элементами Ps и Ре третьего порядка. Таким образом, группа
Si состоит из трех классов сопряженных элементов-»

{Pi}, {Рг,Рг,Р<}. {PS,Pe}.



§ 9] КЛАССЫ СОПРЯЖЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ГРУППЫ £§&

Мы видим, что число элементов в каждом классе делит порядок

группы.

Теорема 8. Число элементов в каждом классе

сопряженных между собой элементов конечной группы
является делителем порядка группы.

Доказательство. Пусть G — произвольная конечная
группа и а е= G. рбозначим через N(a) множество всех элементов

группы, перестановочных с a, N(a) называется нормализатором
элемента а.

Проверим, что N(a) является подгруппой группы р.
Действительно, если b e N(a) и с е N(a)} то ab = Ьа и ас =са, а тогда и
a (be) =5 (ab)c = (ba)c=b(ac) *=b(ca) = (be)at т. е. и bc&N(a).

Рассмотрим разложение группы G на правые смежные
классы по подгруппе N *=* N(a) и докажем, что между этими классами
м элементами, сопряженными, с а, существует взаимно однозначное

соответствие. Для этого покажем, что е£ли два элемента х и у

принадлежат одному и тому же смежному классу G по N, то при

трансформировании ими элемента а получается один и тот же

элемент b (сопряженный с а), и обратно. Пусть элементы х и у

принадлежат одному и тому же смежному классу G по N\ тогда у
= hxt

где /is N. Если х~1ах == Ь, то и

у-1ау = x~lh-lahx = x~lax = Ь.

Обратно, пусть p~lap = b и q~xaq — b. Тогда р — (pq~l)q,
и нам надо показать, что pq~x e N. Но произведение

(Р<Г,)~,я(Р<Г,)== Ф"хар)Я~1 «= qbq~l = а,

и вначит, a(pq~l) = (pq~l)a, откуда pq~l e N и p^Nq, т. е.

элементы р я q принадлежат одному и тому же смежному классу G
по N. Так получается взаимно однозначное соответствие между
правыми смежными классами группы G по подгруппе N = N (а) и

элементами, сопряженными с а (элементу b = g~*ag, сопряженному
с а, соответствует правый смежный класс, состоящий из всех тех

элементов g группы С, при трансформировании которыми элемента а

получается Ь). Следовательно, число элементов, сопряженных с а,
равно числу классов в разложении группы G по подгруппе N(a)t
т. е. равно индексу нормализатора элемента а в группе и и, значит,
является делителем порядка группы (см. доказательство

теоремы Лагранжа).

Теорема 9. Для того чтобы подгруппа 0\ группы
G была нормальной подгруппой, необходимо и

достаточно, чтобы она содержала вместе с каждым своим

элементом а и весь класс сопряженных с ним

элементов К {а).
Доказательство этой теоремы непосредственно"^

вытекает из определения нормальной подгруппы.

Пересечение Z нормализаторов всех элементов группы G

является подгруппой в G (как и пересечение любого множества подгрупп}.
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Оно состоит из всех тех элементов группы, каждый из которых

коммутирует со всеми элементами группы, .и называется

центром группы. Центр группы является, очевидно, ее
нормальной подгруппой.

§ 10. Классы сопряженных элементов

прямрго произведения групп

Теорема 10. Пусть группа G равна прямому
произведению G\ X G2 своих подгрупп G{ и G2. Тогда, если

А\ есть класс сопряженных элементов группы Gb a

Л2 — класс сопряженных элементов группы G2, то

всевозможные произведения вида а{а2, где а\^Аи а2&А2у
образуют класс сопряженных элементов самой группы

G, и обратно, каждый класс сопряженных элементов

группы G получается таким образом.
Доказательство. Нам надо показать, -что если

а\&Ь\Ъ группе G\ и а2 ~ Ь2 — в G2, то а\аъ « b{b2 в

группе G =^ Gi X G2, и наоборот.
Пусть bi-giVgi и b2 = g;1a2g.2 (где^ g{ e G\ и

g2&G2). Тогда^ так как элементы из подгрупп G\ и

G2 коммутируют между собой, имеем

ЬА = (gi^iSi) (g^^gz) = g'^g^a^g^ =
= (g-£i)^ a&fagj = (giga)""1 Ai?2 (gift).

и значит, b[b2 & й\а2 в группе G. ^

Обратно, предположим, что элементы а{а2 и Ьф2
прямого произведения G = G\ X G2 сопряжены в G, т. е. что

bib2 = g-la{a2g, где g^G и, значит; g = gxg2, gi&Gu
g2 e G2. Тогда

ЬхЬ2 = (ftft)""1 ^i«2 (gift) = 22 W*2fi& =

= (gi'Vgi) (ft1^).
откуда, ввиду единственности разложения элементов

прямого произведения на компоненты из разных

сомножителей, получаем bt = ft^igi и 62 = glla2g2, т, е,

bi « ai, в группе Gi и 62 ~ а2—^в группе G2.
Следствие. £сл« группа G{ содержит р классов,

а группа G2 — q классов сопряженных элементов, то
число классов сопряженных элементов группы G =
= G\ X G2 равно pq.
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§ 11 Гомоморфизм групп

Определение 7. Говорят, что группа G

гомоморфна группе G', или что имеется гомоморфное
отображение f группы G на группу G', если каждому элементу
х группы G поставлен в соответствие _ определенный
элемент f(x) группы G' {причем каждый элемент
группы G' поставлен в соответствие хотя бы одному
элементу группы G) так, что для всех~элементов х, y&G

f(xy)=f(x)f{y).

Как и изоморфизм, это соответствие «сохраняет

групповую операцию». Чем же тогда гомоморфизм
отличается от изоморфизма? Тем, что здесь отображение
группы G на группу Сне предполагается
взаимно однозначным: каждому элементу х группы
G отвечает один определенный элемент f (x) из G', но

разным элементам из G может быть поставлен в

соответствии один и тот же элемент из G'. Таким образом,
изоморфизм является частным случаем гомоморфизма.

Рассмотрим несколько примеров. Группа симметрии ромба V
с алементами еу а, Ь% аЬ (и «определяющими соотношениями» а2 =

г= Ь2 = et ab = ba) гомоморфна циклической* группе С2 второго
порядка с элементами Е, А (А2 = Е)\ можно положить, например,

f(e)=f(a)=E. f(b)=f(ab)=A.

Легко видеть, что произведению любых двух элементов группы G
отвечает произведение соответствующих элементов группы G''.

Гомоморфное отображение группы V на группу С2 можно
установить и иначе:

ф(е) = ф(6) = Е, ф(д) = ф(дб) = Л,
или еще так:

$(е) =$(аЬ) =-Е, ф(сг) = ф(&) = Л.

Другой пример. Циклическая группа С6 шестого порядка с

элементами е, а, а2, а3, а4, а5 гомоморфна циклической группе С2 второго
порядка {Е, А}:

Не) - /(а2) =- f(а«) = Е, f(a)' = /(а») = /(а5) - Л,

и циклической группе С3 третьего порядка {Е, В, В2}:

ф(е) = Ф(а3) = £, ф(д) = ф(а<) = В, ф(а2) = ф(а5) = В2.

Каждая группа гомоморфна себе самой (ибо можно

положить f(x) = х для всех элементов xeG). Каждая
группа гомоморфна единичной группе (состоящей из
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одного единичного элемента Е): для доказательства

достаточно положить f(x)—E для всех элементов

Легко видеть, что если / — гомоморфное
отображение группы G на группу G', то f(e) = е\ где е —

единица группы О, а е'— единица группы G' и Ц{х)]~\=*
= /:(#~1). Это доказывается так же, как

соответствующие утверждения для изоморфного отображения (см. § 4),
Каким вообще группам может быть гомоморфна

дранная группа G? На этот вопрос полностью отвечает

следующая
Теорема о гомоморфизмах. Каждая

группа гомоморфна любой своей фактор-группе. Обратно,
если группа G гомоморфна группе G't то G' изоморфна
фактор-группе группы G по некоторой нормальной
подгруппе Н.

Таким образом, группы, которым гомоморфна
данная группа G это, с точностью до изоморфизма,— все

ее фактор-группы и только они. Следовательно,— в

случае конечной группы- G — порядок каждой такой

группы является делителем порядка группы.

Доказательство. I. Пусть Я — нормальная подгруппа
группы G. Рассмотрим фактор-группу G/H группы G по Я. Поставим
в соответствие каждому элементу х группы G тот смежный класс,
в котором содержится этот элемент, т. е. положим f(x) = xH. Тогда
f (у) = уН и f(xy) = хуН. Но хуН = хН -уН = J(x)f(y), и значит,

f(xy)=f(x)f(y)y т. е, группа G гомоморфна своей
факторгруппе G/H.

II. Пусть группа G гомоморфна группе Gf. Рассмотрим
множество Я всех тех элементов группы G, которые отображаются в

единицу е' группы G', т. е. таких, что f(x) = e'. Покажем, что Я

—подгруппа в G. Действительно, если /ii e Я и /12еЯ, то f(hi) = e'
и f(h2) = е', а тогда и f(h[h2) = /(^i)/(^2) = е', т. е. и Й1А2 e Я.
Далее, если ЛеЯ, то f(h) = е' и f(h~l) = [1(h)]-1 = е\ т. е. и

h~l e H? Эта подгруппа Я, называемая ядром гомоморфизма /,
является нормальной, так как если ЛеЯ, т. е. 1(h) = е\ то для

любого элемента gsG

f(g~lhg) - f(g~l)f(h)f(g) = [/(*)]-Vffc) = *',
и значит,

g~lhg e Я.

Покажем теперь, что фактор-группа G/H изоморфна G'.
Факторгруппа G/H образована смежными классами группы G по

подгруппе Я. Все элементы ядра и только они, отображаются в единицу
группы G'. Покажем, что все элементы одного и того же

смежного класса С? по Я отображаются в один и тот же элемент группы
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G'. Действительно, если элементы х и у группы G принадлежат

одному и тому же смежному классу по Я, то х = yh, где h еЯ,
а тогда

s \

и значит, элементы jc и # отображаются в один, и тот же элемент

группы G'. Обратно, если /(«) = }(v), то

f(u~lv) - /(«-■)/(*) = U(u)]-4t(v)] = е'

и значит, u~lv еЯ.т.е. ое аЯ, и элементы и и v принадлежат

одному и тому же смежному классу.
Мы установили взаимно однозначное соответствие между

элементами группы G' и смежными классами группы G по Я. Покажем,
что это соответствие является изоморфным.

Пусть х и «/ — элементы группы (?, хН и уН — содержащие их

классы, х\ = f(x) и у\
= /(«/) —соответствующие им элементы

группы G'. Классу хп фактор-группы G/H поставим в соответствие

элемент Х\ =» / (х) группы G'. Тогда имеем

хН+-+Х\ = f{x),

xyH+-+f(xy).

Но хуН = хН • уН, а /(**/) = f(x)f(y), и значит,

xH.yH^f(x)f(y),

т. е. взаимно однозначное соответствие -<-> между фактор-группой
G/Я и G' «сохраняет- групповую операцию», и значит, группы GjH
и G' изоморфны.



ГЛАВА XI

ГРУППЫ СИММЕТРИИ

J ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФИГУР

В этой главе рассматриваются преобразования
обычного трехмерного (евклидова) пространства R
(определение преобразования.см. в § 3 главы X).

§ 1. Группа движений вещественного евклидова

пространства и ее подгруппы

Определение. Движением называется такое

преобразование вещественного евклидова пространства
R, при котором расстояния между точками не

меняются: если точка Р переходит в Р\ а точка Q — в Q', то

расстояние P'Q' равно PQ.
Такие преобразования образуют, очевидно, группу,

называемую группой движений евклидова пространства,
или евклидовой группой.

В группе движений пространства R выделим
множество тех движений, при которых некоторая
фиксированная точка О (начало координат) "остается

неподвижней, т. е. переходит сама -в себя. Такие движения тоже,
очевидно, образуют группу—подгруппу группы
движений, называемую центроевклидовоц, или полной

ортогональной группой.
Каждому движению с неподвижной точкой О

отвечает определенное преобразование соответствующего
векторного пространства: если точка Р переходит в

Р', то вектор ОР переходит в вектор ОР\ При этом

преобразовании длины векторов не меняются; легко видеть,
что не меняются также и углы -между векторами, т. е.

рассматриваемое преобразование сохраняет скалярное

произведение векторов.
Покажем, что преобразование $1> евклидова

векторного пространства, сохраняющее скалярное

произведение^ т. е. такое, что {$Фх, sty) = (х, у) при всех х}
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y^R, является линейным (и следовательно,
ортогональным) преобразованием, т. е. что а(х + у) =
= ах-\- ay и а(ах) = аах при всех х, г/ei? и

произвольном а. Действительно, имеем

($4>(х + у) — ах^-ау, а(х + у) —зФх — зФу) =

= (а(х + у)у а(х + у)) — (аху а(х + у)) —

— (ауУ Щх+у)) — (st(x+y), ax) + (ax, ax) +

rd-(ayy ax)—(a(x+y), ay) + (ax, ay) + (ay, ay) =

= (х + У, x + y) — (xy x + y) — (yy x + y) — (x+yt x) +

+ {x, x) + (yt x) — (x + y, y) + (x, y) + (y, y) =

= ((x + y) — x — yy (x + y) — x — y) = 0t

откуда (поскольку пространство — евклидово)

а(х + у)—ах—ау = о и а(х + у) = ах + ay

Далее имеем *

(а(ах)— аах, а(ах)—аах) = (а(ах)у а(ах)) —

— а (ах, а (ах) ) — а(а (ах), ах) + а2 (аху ах) =

= (ах> ах) —а(ху ах) —а(ах, х) +а2(ху х) = 0,
и значит,

а (ах) — аах = 0, т. е. а (ах) = аах

Таким образом, полная ортогональная группа—это
группа всех (линейных) ортогональных преобразований
векторного пространства.

Пусть теперь R — трехмерное евклидово
пространство. Напомним, что матрица ортогонального
преобразования трехмерного пространства в некотором ортонорми-
рованном базисе приводится либо к виду

[10
0 1

0 cos ф *— sin ф I
0 sin ф cos фJ

(1)

(и тогда преобразование представляет собой поворот
вокруг некоторой оси — «новой» оси х), либо к виду

Г-1 0 0 -I
0 COS ф

— Sin ф

L 0 sin9 cos9j
(2)

L V 5Ш ф CUS ф J

П Л- И. Головина



306 ГРУППЫ СИММЕТРИИ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФИГУР [ГЛ. XI

(в этом случае преобразование состоит из поворота
вокруг новой оси х и симметрии относительно плоскости,-

перпендикулярной к этой оси; ясно, что если ср кратно
2nk, то «поворот» представляет собой тождественное

преобразование).
Определитель преобразования (1) первого рода

(поворота вокруг какой-то оси, проходящей через
начало координат), равен + 1, а определитель
преобразования (2) второго рода равен —3. Поэтому ьсе

преобразования первого рода (вращения) образуют подгруппу
полной ортогональной группы, называемую группой
вращений (трехмерного) пространства.

На плоскости матрица ортогонального
преобразования приводится либо к виду

fcos ф — sin ф1 ^ [ 1 (Л

[sin J cosJJ' Либ0К [о -l}
В первом случае (преобразование первого рода)
это — поворот вокруг начала координат на угол ср;
определитель его матрицы равен + 1. Во втором случае
(преобразование втор ого рода) это — симметрия
относительно некоторой прямой — «нсвой» оси х>

определитель его матрицы равен
— 1. Все повороты плоскости

образуют подгруппу ортогональной группы— группу
вращений плоскости. Ясно, .что все рассматриваемые нами

пока группы (евклидова, ортогональная, группа
вращений) — бесконечны.

Дальше нас~будут интересовать различные
конечные подгруппы полной ортогональной группы и группы
вращений, которые могут быть получены следующим
образом. Возьмем какую-нибудь (в определенном смысле

«симметричную») фигуру плоскости или пространства и

рассмотрим всевозможные ортогональные
преобразования (или всевозможные вращения), переводящие эту
фигуру в себя. Все такие преобразования, очевидно,

образуют группу. Мы будем называть ее группой
симметрии (соответственно группой вращений)
рассматриваемой фигуры (в случае пространства иногда говорят не

«фигура», а «тело»).
Понятие группы симметрии фигуры является

математическим эквивалентом общежитейского представления^
р «симметричных» и «несимметричных» фигурах, которое
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само по себе точного смысла не имеет (поэтому выше

мы заключили слово «симметричное» в кавычки):
«степень симметричности» фигуры определяется
«богатством» ее группы симметрии. Так, например, ясно, что ромб
«менее симметричен», чем квадрат,—и группа
симметрии ромба содержит всего 4 элемента, тогда как группа
симметрии квадрата—8 элементов. (Найдите сами все

элементы группы симметрии квадрата; полное описание

этой группы, входящей в серию диэдральныхгрупп
и обозначаемой через D4, дается ниже, в § 4.)

А М В Ai

V S)
Рис. 28.

Далее, можно сказать, что правильный
шестиугольник «более симметричен», чем правильный треугольник.
Ведь правильный шестиугольник ABCDEF переходит в

себя при всех тех преобразованиях, при которых
переходит в себя треугольник АСЕ (рис. 28, а) —при
поворотах (вокруг центра) на углы 120° и 240° и симметриях
относительно прямых AD, BE и CF, но, кроме того,

шестиугольник переходит в себя еще и при поворотах на

углы 60°, 180° и 300°, а также при симметриях
относительно прямых MN, PQ и RS. Группа симметрии
правильного треугольника £>3 содержит 6, а группа
симметрии правильного шестиугольника Dq—12 элементов

(см. ниже, § 4),
«Особенно симметричен» круг, он «гораздо более

симметричен», чем любой (даже правильный)
многоугольник. Действительно, круг переходит в себя при
всех преобразованиях, при которых переходит в себя
любой (вписанный в этот круг) правильный л-угольник^
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(рис. 28, б), поэтому группа симметрии круга
бесконечна. Легко видеть, что группа вращений круга
изоморфна группе комплексных чисел, по модулю рае*
ных 1. Действительно, круг переходит в себя при
повороте (вокруг его центра) на любой угол а, где а

достаточно брать в пределах от 0 до 2я, 0<а< 2л,

Повороту ф на угол а поставим в соответствие

комплексное число (по модулю равное 1) гф= cos a + i sirfa;
тогда повороту \|) на угол р будет соответствовать число

г*
= cos p.+ i sin р, а повороту qn|) на угол а + р — чис-л

ло гф1„
= cos (a + P) + *'sin(a + р), равное, очевидно,

произведению rf-/v

§ 2. Сопряженные элементы в группе вращений
трехмерного пространства

Как известно, осью называют прямую, на которой
задано определенное направление, или

направленную прямую. Ось, проходящую через начало

координат, можно задать некоторым вектором. Говоря о

повороте вокруг оси / на угол ф, имеют в виду поворот в

положительном направлении, т. е. против
часовой стрелки, если смотреть с положительного

направления оси /.

Пусть сначала G — произвольная группа линейных

преобразований трехмерного векторного пространства
и^еС Элемент <% сопряжен с s4> в группе G,
если найдется такое ?б(?, что $ = V"ls^V (и значит,
зФ = fffflff-1). Выясним геометрический смысл понятия

сопряженности. Для этого вернемся к равенству (4) на

стр. 113. При п = 3 оно принимает вид

V-istVei = аиег + a2ie2 + azie8t i = 1, 2, 3,

и его можно интерпретировать следующим образом:
преобразование W-lstfa в базисе еь е2, еъ имеет туже
матрицу, что преобразование s4> в базисе

е[ = <&еъ е[ = ^еъ еъ = <ве^
получающемся из базиса ей ^2, #з посредством
преобразования <87.

Пусть теперь G — группа вращений
(трехмерного) пространства. Тогда если ,$ —поворот вокруг оси
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/, определяемой вектором х (короче, поворот вокруг оси

х) на угол ф, то сопряженный поворот st> = ^ЯЙ?'1 —
это поворот вокруг оси ?х на тот^же самый угол
ф. Оси х и ^ху где ?gG, называются

эквивалентными (относительно группы G).
Таким, образом, сопряженные повороты в группе

вращений трехмерного евклидова пространства — это

повороты вокруг эквивалентных осей нсС один и тот же

угол.

Обратно^ес/ш $ есть поворот вокруг некоторой оси

х, a s4> — поворот вокруг эквивалентной оси ^х на один
и тот же угол ф, то повороты зФ и 9& сопряэюены между
собой, так как в этом случае

§ 3. Группа вращений правильного
я-угольника Сп ,

Эта группа уже рассматривалась на стр. 279.
Правильный п-угольник (рис. 29, а) совмещается сам с со-

2я
бой при п поворотах вокруг его центра на углы 0, —

9тг 2я
— 2, ...,

— (п — 1). Обозначим теперь эти повороты

соответственно через е, г, гг гп—\ Образованная ими

Рис. 29.

группа является циклической группой порядкам,
и обозначается символом Сп.

Яегко видеть, что такова же и группа вращений
правильной /г-угольной пирамиды: такая пирамида пере-
На Л. И. Головина
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ходит в себя при поворотах вокруг оси АВ на те же

углы 0, f, ^2 Ц;{п-\) (рис. 29, б).

Группа Сп, коммутативна, и значит, число классов

сопряженных элементов этой группы равно ее

порядку.

§ 4. Диэдральные группы Dn

Диэдральную группу тоже можно интерпретировать
по-разному. Например, можно определить ее как

группу симметрии того же правильного п-угольника. Тогда

к п поворотам вокруг центра на углы 0, —,
— 2, ...

...,

— (п — 1) добавятся п отражений' относительно

осей симметрии многоугольника. Покажем, что никаких

других элементов эта группа не содержит, т. е. что она

состоит в точности из 2п элементов.

Группа симметрии м-угольника Dn содержит,
очевидно, подгруппу Сп, состоящую из всех поворотов вокруг
центра. Пусть е, г, г2, ..., гп~х — все элементы этой

подгруппы (напомним, что г — поворот вокруг центра на

угол —I. Обозначим через 5 отражение относительно

одной какой-нибудь фиксированной оси симметрии
многоугольника. Тогда s2 = е. Пусть g — произвольный
элемент группы Dn. Тогда g есть ортогональное
преобразование, определитель которого равен,следовательно,
+ 1 или — 1. Если | g | = + 1, то это — вращение, и

значит, g = r\ где & = 0, 1, ..., п—1. Если определитель
\g\ =—1, то определитель произведения sg равен +1
(так как определитель s равен —1), и значит,

sg е Сп, т. е. sg = r\ откуда следует, что g = srk.
Таким образом, каждый элемент группы Dn может

быть представлен либо в виде г\ либо в виде srh, где
k = 0, 1, ..., п—1. Значит, порядок группы Dn
равен 2п.

Диэдральную группу Dn можно интерпретировать и

иначе: ее можно рассматривать как группу
вращений правильного м-угольника, но не в его плоскости,

а в пространстве. Тогда rh — это поворот вокруг
оси, перпендикулярной плоскости многоугольника и про-
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2я ,

ходящей через его центр, на угол —#, a s — поворот

в пространстве вокруг одной из осей симметрии*
многоугольника на угол я.

Наконец, диэдральную группу можно еще

рассматривать как группу вращений правильного
диэдра—правильной бипирамиды, состоящей из двух
одинаковых правильных пирамид, сложенных своими

основаниями (рис. 30). Тогда гк — это поворот вокруг оси

АВ диэдра на угол —/г, a 5 —одно из «опрокидываний»
-т- поворот на угол я вокруг одной из осей симметрии
лежащего в основании диэдра мно- д
гоугольника.

При п = 1 диэдр вырождается в

отрезок, и группа Dx изоморфна С2.

При п *= 2 диэдр вырождается в

ромб, и группа D2 изоморфна группе
симметрии ромба V. При п = 3

получается группа симметрии
треугольника; легко видеть, что она

изоморфна S3 — группе подстановок

трех его вершин. При п > 3 диэд-

ральные группы некоммутативны.
Найдем классы сопряженных

элементов диэдральной группы.
При поворотах вокруг

горизонтальных осей (осей симметрии
многоугольника) вертикальная ось АВ диэдра i*epe<
ходит в ВА (опрокидывается); она является, как

говорят, двусторонней осью —ось АВ эквивалентна

ВА. Следовательно, поворот вокруг оси АВ на-- угол а

сопряжен с поворотом вокруг оси ВА на тот же угол а,
т. е. с, поворотом вокруг оси АВ на угол

— а. Таким

образом, повороты rk и, rn~k сопряжены между собой,
причем, очевидно, имеет место равенство

(Проверьте сами это равенство, выписав и

перемножив соответствующие матрицы!) Никакой другой оси

ось АВ не эквивалентна, и поворот г* сопряжен
только сг

11а*
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Следовательно, при нечетном п повороты вокруг

оси АВ разбиваются на классы сопряженных элементов

следующим образом:

( Hzi ILL1!

И. I','""1}, {Лг»-«}, ...Дг* ,г2 ].
-

Число таких классов равно ^-. При четном п

повороты вокруг оси АВ разбиваются на классы:

{е}, {г, г""1}, {г2, г»-«}, .... {/2_1( r2_+1], {r5}.
Число этих -классов рарно -у + 1-

Далее, при нечетном я все горизонтальные оси

вращения эквивалентны между собой (рис. 31, а) —они

Рис. 31.

переходят друг в друга при поворотах вокруг
вертикальной оси АВ. А так как углы поворотов вокруг всех

этих осей одинаковы — они равны я, то все эти

повороты сопряжены между собой и образуют один класс

сопряженных элементов.

При четном п многоугольник имеет оси симметрия
двух типов: диагонали и прямые, соединяющие
середины противоположных сторон (рис. 31, б). Все первые
оси между собой эквивалентны. Все вторые

— тоже, но

дервые во вторые не переводятся никаким вращением
—

они не эквивалентны. Значит, при четном п повороты
вокруг горизонтальных осей образуют два класса со-
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пряженцых элементов: {s, sr2, sr4, ..., srn~2} и {sr, sr*> ...

..., srn~1}. (Действительно, имеем: r~l(srk)r =
= rn-l(srk)r = (rn-ls)rh+l = (sr)rh+l = srh+2- (см.
равенство на стр. 311)—и значит srk сопряжено с srk+2 при
всех k.)

Таким образом, общее число классов сопряженных
г* П+ 3

элементов в группе ип при нечетном п равно—j-t а при

четном п оно равно -^—h 3. Так, группа D3 имеет 3 класса

сопряженных элементов, группа D4 имеет 5 классов,

а) 6) в)

Рис. 32.

группа Ds имеет 4 класса и группа DQ имеет 6 классов

сопряженных элементов.
Полезно еще заметить, что диэдральная группа Dn

порождается двумя «образующими»: элементами г и s

со связывающими их «определяющими соотношениями»

гп = е, s2 = e, srs = rn~l.

Все остальные соотношения межд^ элементами этой

группы вытекают из «определяющих соотношений». Так,
например, sr2s = srs2rs = (srs) (srs) = rn~l . rn-1 =
= rn-2, и т. д.

§ 5. Группа вращений тетраэдра Т

Рассмотрим правильный тетраэдр ABCD. Он
переходит в себя при следующих нетождественных

поворотах:

а) При поворотах вокруг каждой из осей типа АР

(рис. 32, а), соединяющих вершину тетраэдра с цент-
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2зх 4зх
ром противолежащей грани, на углы "т и "о"- Всего

таких вращений имеется 4X2=8.
б) При поворотах на угол я вокруг каждой из трех

прямых типа MN, соединяющих середины
противоположных ребер (рис. 32, б). [Так как MN JLBC,
MN JLAD, ВМ = МС и AN = ND, то при повороте
вокруг прямой MN на угол я точка В перейдет в С С — в

5, А — в D и D — в А.]
Всего, вместе с тождественным поворотом, мы

имеем 1+8 + 3= 12 поворотов, при которых тетраэдр
переходит в себя. Им отвечают, очевидно, такие

подстановки вершин:

(ABCD\ (ABCD\ (ABCD\ (ABCD\ (ABCD\ (ABCD\

\ABCD)> \ACDBr \ADBc)> \CBDa)> \DBAc)} \BDCa}>
(ABCD\ (ABCD\ (ABCD\ (ABCD\ (ABCD\ (ABCD\

\DACBr \BCADj> [cABDj' \BA6c)> {cDABJ* \DCBa)'
Нетрудно убедиться в том, что все эти подстановки —

четные (проверьте это!), и значит, соответствующие им

повороты действительно образуют группу Г,

изоморфную, очевидна знакопеременной подгруппе Л4

симметрической группы 54.
Условимся о такой терминологии. Если данная

конфигурация- переходит в себя при повороте вокруг оси /
2л , 2я ,

"

_

на угол у (причем j— это наименьший такой

ненулевой угол), то ось / будем называть осью симметрии
k-го Порядка.

Поворот вокруг оси I на угол -£- будем обозначать

символом ch (часто и сама эта ось обозначается через

ск), поворот на угол -£-•
2 тогда естественно обозначить

через с\, и т. д.

Найдем теперь классы сопряженных элементов

группы Т. Каждая из осей симметрии третьего порядка
может быть преобразована в любую другую ось третьего
порядка при повороте, например, вокруг одной из осей

второго порядка. Так, при повороте вокруг оси MN

(рис. 32, в) точка А 'переходит в D, В — в С, С—я В и

Р 6 4.. Плоскость BCD переходит з плоскость ВСА,
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центр Р грани BCD —в центр Q грани ВСА и ось АР —

в ось DQ.
Таким образом, все оси третьего порядка (типа АР)

эквивалентны между собой, и все повороты вокруг них

на углы -у между собой сопряжены. Число таких

поворотов равно 4, и соответствующий классе сопряженных
элементов можно обозначить через {4с3}. Точно так же

сопряжены между собой и 4 поворота вокруг тех же

осей на углы -у; соответствующий класс можно

обозначить через {4сд]. Но повороты с3 и с\ не сопряжены

между собой, так как это — повороты на разные
углы.

Далее, каждая из осей второго порядка (типа МЩ
переходит в любую другую при одном из поворотов
вокруг осей третьего порядка; значит, все оси второго
порядка между собой эквивалентны, и три поворота
вокруг этих осей на угол я между собой сопряжены.
Этот класс можно обозначить через {Зсг}.

Учитывая, что тождественное преобразование
составляет отдельный класс, мы получим в группе Т четыре
класса сопряженных элементов, состоящих из одного

{е}, четырех {4с3}, четырех {44} и трех {Зс2}
элементов.

§ 6. Группа вращений куба О

Легко видеть, что куб переходит в себя при
следующих нетождественных вращениях:

а) При трех поворотах на углы я/2, я и Зя/2 вокруг
каждой из трех прямых типа MN (рис. 33, а),
соединяющих центры противоположных граней (оси симметрии
четвертого порядка). Всего таких поворотов 3X3 = 9.

б) При двух поворотах вокруг каждой из четырех
диагоналей (осей симметрии третьего порядка, рис. 33,

б) на углы 2я/3 и 4я/3 (правильный треугольник ACD'
при этом переходит в себя). Всего таких поворотов
2X4 = 8.

в) При шести поворотах на угол я —вокруг каждой
из прямых тица PQ (рис. 33, в), соединяющих середины
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противоположных ребер (оси симметрии второго
порядка).

Всего, вместе с тождественным преобразованием, мы

нашли 1+9 + 8 + 6 = 24 поворота, при которых куб
переходит в себя. Из доказываемой ниже теоремы
будет вытекать, что это — все вращения, при которых
куб переходит в себя.,

'

Теорема. Группа О вращений куба изоморфна
симметрической группе S4 (и значит, порядок этой

группы равен 24).
Доказательство. При каждом повороте, при

котором куб переходит в себя, каждая его диагональ

переходит в одну из диагоналей. У куба 4 диагонали,

поэтому каждому вращению куба отвечает

определенная подстановка его диагоналей, а

произведению вращений — произведение соответствующих
подстановок.

Остается доказать, что разным вращениям
куба'отвечают разные подстановки диагоналей. Действительно,
если два разных вращения аир куба приводят к

одной и той же подстановке диагоналей, то при
(нетождественном) повороте 'оф-1 каждая диагональ куба
переходит в себя (хотя, возможно, меняются местами

концы некоторых диагоналей). Покажем, что такое

вращение, при котором каждая диагональ куба переходит
в себя, является тождественным.

Предположим,- чта при повороте *у все диагонали

куба перешли в себя. В частности, перейдут в себя

диагонали DB' и BD' (рис. 34), а тогда перейдет в себя
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и содержащая их плоскость DBB'D'. Значит, ось этого

вращения либо лежит в плоскости DBB'D', причем пб-
неи перпендикулярна.

Рис. 34.

ворот этот — на угол я, либо к

Но в первом случае переходят в себя только прямые,
направленные по оси вращения, и прямые,
перпендикулярные к оси. Однако
прямоугольник DBB'D' — не

квадрат, и значит, его диагонали
не перпендикулярны друг

другу. Во втором случае, т. е. если

ось вращения
перпендикулярна плоскости DBB'D', она

совпадает с прямой PQ> а тогда

не переходят в себя

(переставляются) диагонали АС

иА'С.

Таким образом, группа
вращений куба изоморфна
симметрической группе о4.

Найдем теперь, как элементы группы О
разбиваются на классы сопряженных элементов.

Три оси симметрии четвертого порядка, очевидно,
эквивалентны, и значит, повороты вокруг них на углы я/2

сопряжены между собой. Далее, эти оси являются

двусторонними (опрокидываются при поворотах на

угол я вокруг других осей четвертого порядка), и

значит, повороты вокруг них на углы Зя/2 тоже сопряжены
не только между собой, но и с поворотами на углы
я/2. Поворот на угол я/2 можно обозначить через с4,

поворот на угол Зя/2 — через с\. Мы нашли класс,

состоящий из шести элементов, который можно обозначить

символом {Зс4, ЗС4), или даже, короче,— символом {6с4}.
Все повороты вокруг тех же осе^ четвертого порядка

на углы я/2 • 2 = я сопряжены между собой (и только

между собой). Число таких поворотов равно 3,

соответствующий класс можно обозначить через [Зс1\.
Далее, все оси третьего порядка (диагонали) между

собой эквивалентны (переходят друг в друга, например,
при поворотах вокруг осей четвертого порядка). При
этом каждая диагональ является двусторонней осью

(опрокидывается при поворотах вокруг перпендикуляр-
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ных к ней осей второго порядка. Значит, все 8

поворотов вокруг диагоналей на углы 2я/3 и 4я/3 сопряжены
между собой. Соответствующий класс можно

обозначить через {4с3, 4с|}, или просто через {8с3}.
Наконец, шесть осей второго порядка переходят

друг в друга, например, при поворотах вокруг осей

четвертого порядка, и значит, все шесть поворотов вокруг
них на угол я сопряжены между собой. Этот класс

можно обозначить {б£2}.
Учитывая отдельный класс, образуемый

тождественным преобразованием, получаем всего пять классов

сопряженных элементов, состоящих из одного {е}, шести

{6с4}, трех {Зс£}, восьми {8с3} и шести {6с2} элементов.

§ 7. Группа симметрии тетраэдра Та

Кроме семи осей симметрии правильный тетраэдр
имеет шесть плоскостей симметрия. К 12 вращениям, при
которых тетраэдр переходит в себя (и которые
отвечают, как мы видели, четным подстановкам его вершин),
добавим одну из симметрии, например, симметрию
относительно плоскости ADM '(рис. 35) —ей соответствует

/ -
ч

- (ABCD\
(нечетная) подстановка I

вершин тетраэдра. Если

умножить эту симметрию на

каждый из 12 поворотов, при

которых тетраэдр переходит в

себя, мы получим еще 12

преобразований, отвечающих
нечетным подстановкам вершин.
Среди них* будут 6 «чистых»

симметрии и 6 произведений
поворота и симметрии. Кроме
этих 24 преобразований, не

существует никаких ортогональных преобразований, при
кот6ръ1х тетраэдр ABCD переходит в себя (в
частности— никаких вращений, кроме рассмотренных в § 5),
так как каждое такое преобразование отвечает

определенной подстановке его вершин и, значит, совпадает с

одним из уже определенных преобразований. Таким об-
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разом, группа симметрии тетраэдра Td изоморфна
симметрической группе S4 и, значит, она, изоморфна группе
вращений куба б. Поэтому эта группа тоже состоит из

пяти классов сопряженных элементов, содержащих J,
6, 3, 8 и 6 элементов. Найдем, как распределяются
элементы группы Td по этим классам.

В группе Td класс из трех элементов образуют,
очевидно, повороты вокруг осей второго порядка {Зс2}.
Класс из 8 элементов состоит из всех поворотов вокруг
осей третьего порядка: (4с3, Ас\}\ повороты вокруг осей

третьего порядка на углы 2я/3 и 4я/3 в группе Т не

сопряжены, а в группе Td они оказываются

сопряженными, так как если s — симметрия, скажем,
относительно плоскости AMD, a r — поворот относительно оси

АР, лежащей в этой плоскости на угол а, то srs* есть

поворот вокруг той же самой оси АР на угол
— а. В

нашем случае это доказывается следующим равенством:

abcd\(abcd)(abcd) (abcd)
ACBD) \ACDB)\ACBd)

=

\ADBCJ9

и значит, srs = г-1.

Далее, 6 симметрии относительно плоскостей вида

ADM, очевидно, сопряжены между собой (эти
плоскости «эквивалентны» — при поворотах переходят друг в

друга), они образуют отдельный класс; обозначим его

{6а}. Остальные 6 преобразований — произведения

поворота и симметрии тоже, следовательно, образуют
отдельный класс {оо1}.

§ 8. Группа симметрии куба Он

Кроме 13 осей симметрии куб имеет 9 плоскостей

симметрии (и центр симметрии): три плоскости

симметрии—такие, как PQMN на рис. 36, а, и шесть диаго-"

нальных плоскостей — таких, как DBB'D' на рис. 36, б.
Рассмотрим всевозможные ортогональные

преобразования пространства, при которых куб переходит в
себя. Те из этих преобразований, определитель которых
равен 1 (вращения), образуют подгруппу О

(изоморфную, как мы видели, симметрической группе $4), Пусть
g
— одно из преобразований симметрии куба с' опреде-
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лителем, равным—1. Умножив его на центральную
симметрию j (преобразование с определителем,
равным — 1), мы получим преобразование а с определите*
лем, равным +1, т. е. вращение. Из равенства jg = a

йкеем g = ja. Таким образом, все преобразования, при
которых куб переходит в себя,— это всевозможные

вращения и всевозможные произведения вида /а, где /-—
центральная симметрия, а а— вращение.

Рис. 36.

Покажем, что центральная симметрия j
перестановочна с любым вращением и, даже, более того,— с

любым линейным преобразованием s£>. Действительно, для
любого вектора х имеем jx= —х, и, значит,

3£(jx) =s£(—x) == — s£x = j(s£x), т. е. s&\ = jsf.

Тождественное преобразование^ и центральная
симметрия j в группе Oh образуют циклическую подгруппу
второго порядка / = {е, /} (/2 = е). Покажем, что группа

Oh равна прямому произведению своих подгрупп О и J.

1) Подгруппы О и / в группе Oh являются

нормальными: О как подгруппа индекса 2 (ср. выше стр. 293),
а / — как подгруппа, оба элемента которой
коммутируют со всеми элементами группы Oh.

2) Пересечение подгрупд О и J состоит из одного

единичного элемента.
•

3) Каждый элемент группы Oh представляется в

виде произведения элемента из О и элемента из /: если

а\ = ef а%, ,.., а24
— все 24 элемента группы 0} TQ
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элементы группы Oh — это
-

*

еаи еа2, ..., еа2* и ja{, ja2, ..., ja2A.

Группа" Oh состоит из 48 элементов. Так как в группе
О — пять, а в группе / — два класса сопряженных

элементов, то число классов сопряженных элементов

группы Oh равно 10. Если [aiu а\ш, ..., aiq)
— какой-то класс

сопряженных элементов группы О, то в группе Oh ему
соответствуют два класса:

[ait% ait, ...,aiq] ^ [jail9 jau, .. .,/ag.

§ 9. Заключение

Правильным многогранником называется

такой (выпуклый) многогранник, все грани которого —

равные между собой правильные многоугольники и все

многогранные углы которого равны между собой. Еще

^ а) б) в)

Рис. 37.

в древности было известно, что существует всего пять

правильных многогранников: правильный тетраэдру
ограниченный четырьмя правильными треугольными
гранями, и имеющий 6 ребер и 4 вершины; куб (или
правильный гексаэдр), ограниченный шестью квадратными
гранями и имеющий 12 ребер и 8 вершин; правильный
октаэдр, ограниченный восемью треугольными гранями
и имеющий 12 ребер и 6 вершин (рис. 37, а);
правильный додекаэдр, ограниченный двенадцатью

пятиугольными гранями и имеющий 30 ребер и 20 вершин
(рис. 37, б); и, наконец, правильный икосаэдр, ограни-
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ценный двадцатью треугольными гранями и имеющий

30'ребер и 12 вершин (рис. 37, в).
Куб и правильный октаэдр в определенном смысле

двойственны друг другу: если соединить центры граней
куба, как указано на рис. 38, а, то получится
правильный октаэдр, и, наоборот, если соединить центры граней

а>) б) , в)

Рис. 38.

октаэдра, то получится куб (рис. 38,6). Поэтому
группа вращений октаэдра изоморфна группе вращений
куба (и обозначается *эта группа буквой О), а группа
симметрии октаэдра

—

группе симметрии куба Ол.
В описанном смысле правильный тетраэдр

двойствен сам себе (рис. 38, в); правильные же додекаэдр
и икосаэдр двойственны друг другу, и их группы
вращений изоморфны — обозначается эта группа буквой /,
Она состоит из 60 элементов и изоморфна
знакопеременной подгруппе Л5 симметрической группы S$ пятой
степени^

Группа симметрии додекаэдра (икосаэдра) Ih
состоит ИЗ 120 элементов и является прямым произведением
группы / и циклической группы второго порядка.-

Кроме перечисленных пяти правильных
многогранников, в пространстве существует еще «вырожденный
правильный многогранник»

— правильный
многоугольник, который можно рассматривать как многогранник,
сострящий из двух равных правильных»м-угольников
(двугранник). Циклическая группа Сп есть группа
вращений правильного м-угольника, т. е. вырожденного
правильного многогранника в содержащей его

плоскости, а диэдральная группа Д„^-это группа его враще-
Йий в пространстве,
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Существует такая общая теорему: Циклические
группы Сп, м=1, 2, ..., диэдралъные группы Dni

я=1, 2, ..., группа вращений тетраэдра Г, октаэдра
(куба) О и икосаэдра (додекаэдра) I — это все

конечные подгруппы группы вращений трехмерного
пространства вокруг неподвижной точки. ч<Это,— пишет
Г. Вейлъ,— и есть современный эквивалент того перечня
правильных многогранников, который дали древние
греки»*).

Полный список всех конечных подгрупп группы
ортогональных преобразований содержит, кроме
определенных выше групп симметрии многогранников, еще
несколько отдельных групп и серий групп; в этой книге

они не рассматриваются**).

*) Г. В е й-л ь,. Симметрия (М.: Наука, 1968), стр. 105.
**) См., например, ту же книгу Г. Вейля.



ГЛАВ-А XII

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

I КОНЕЧНЫХ ГРУПП

§ 1. Определения и примеры

Пусть дана группа G, гомоморфная некоторой
другой группе G*. Тогда, по теореме о гомоморфизмах,
группа G* изоморфна фактор-группе группы G по

некоторой нормальной подгруппе Я. Следовательно, груп-*
па G* «устроена» в некотором смысле проще, чем

группа G; в частности, если группа G — конечного

порядка, то порядок группы G* меньше порядка
группы G (или равен ему).-С другой стороны, группа G*

«подобна» группе G: так,если/—гомоморфизм,
отображающий группу G на G*, то из того, что аЪ = с (где
а, 6, re= G), следует; что f(a)/(&) = f(c) (где/(а),/(b),

.Говорят, что группа G* представляет группу G,
или, точнее, что гомоморфное отображение / группы G
на группу G* является представлением группы
G (группой G*). Существует теорема Кэли, в силу/
которой каждая конечная группа порядка п изоморфна
(а изоморфизм есть частный случай гомоморфизма!)
некоторой подгруппе группы подстановок из п

элементов. В этом случае группа G* устроена в точности так,
как группа G, что позволяет назвать это представление
группы G группой G* точным представлением.
Следовательно, каждая конечная группа может быть точно

представлена некоторой группой подстановок.
Наиболее интересны для теории и приложений* так

называемые линейдые представления групп.
Говоря о линейном представлении группы G, мы

предполагаем, что нам дано (вообще говоря,
комплексное) векторное пространство R размерности /г, в

котором действуют невырожденные линейные

операторы. Эти операторы образуют группу G*, которой гомо-
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морфна наша группа G— группа G* и

представляет группу G. Итак, можно дать следующее
Определение 1. Гомоморфное отображение Г

группы G на группу G* невырожденных линейных one-

раторов, действующих в n-мерном векторном

(комплексном) пространстве R, называется линейным
представлением группы G (группой G*).

Таким образом, если Г есть линейное представление
группы G группой G*, то каждому элементу а

группы G поставлен в соответствие невырожденный
линейный оператор Г (а) е G*, действующий в

пространстве /?, так, что для любых а, Ь е G

Г(аЬ) =Г(а) • Г(6).

При этом, как мы знаем, Т{е) = £, где в — единица

группы G, а £ — единица группы G* (тождественный
оператор) и Г(а~х) = [Г(а)]~1 для любого-aeG (см.
выше стр. 302).

Пространство /?, б котором действуют операторы из

группы G*, называется пространством представления
группы G. Иногда и само это пространство называют

представлением группы G. Размерность пространства R
называется размерностью, или, чаще, степенью,

рассматриваемого представления.

В приложениях вместо операторов часто

рассматривают соответствующие им матрицы. Если в

пространстве R выбрать базис, то каждому линейному оператору
Г (а) будет отвечать определенная матрица, т.. е.

каждому элементу а группы G будет поставлена в

соответствие (невырожденная) квадратная матрица Г (а)*)
порядка п так, что

Т(аЬ) =Г(а)Г(&).
Если пространство R одномерно, то эти матрицы —

первого порядка. В этом случае каждому элементу а

группы G поставлено в соответствие (вообще говоря,
комплексное) отличное от нуля число Г (а), так что

T(ab) =Г(а)Г(6).
При этом единичному элементу е группы отвечает
число 1.

*> Здесь и дальше мы обозначаем оператор Г (а) и

соответствующую ему в заданном базисе матрицу одной и той же буквой.
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Заметим, что если Г — одномерное
представление группы G и элементы а и b сопряжены в G : Ь =
= с~*ас, то

Т(Ь) = Т(с^ас) = Г(<г1)Г(а)Г{с) =

-[Г(с)]-Т(а)Г(с)-Г(а),

Тривиальным, но важным для теории примером
может служить одномерное представление (т. е.

представление степени 1), при котором каждому элементу
а группы G поставлено в соответствие число 1, так что

Г (а) «я 1 для каждого asG. Такое представление назьн
вается единичным представлением группы О,

Если группа G изоморфна группе G*, то

представление Г группы G группой G* называется точным;
в противном случае представление Г; по определению,
неточное.

Если G есть группа линейных операторов, то она

сама является одним из своих линейных представлений
(причем, очевидно, точным); это представление
называют основным представлением группы G,

Рассмотрим несколько примеров.
1. Найдем все одномерные представления

циклической группы С2 второго порядка. Эта группа состоит

из двух элементов е и а, причем а2 = е. Пусть Г будет
одномерное представление группы Сг. Тогда Т(е) = 1.

Предположим, что Г(а) = а; тогда Г(а2) = (Г(а))2 =
== а1. Но так как а2 = е, то Г(а2) =Г(е) = 1, и

значит, а2=1, т. е. а = ±1. Это дает два одномерных

представления Т\ и Г2 группы С%:

с' I'..
г, || 1

|,|,

а

1

—1

Здесь первое представление: Pi (е) = 1, Г1(а) = 1 —

единичное (неточное); второе: Т2(е) = 1, Г2(а) = —1—
точное.

2. Найдем все одномерные представления группы
С4 — циклической группы четвертого порядка. Эта груп-
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па состоит из четырех элементов et а, а2, а3, причем
а' = е. Пусть Г (а) = а. Тогда Г (а2) = а2, Г (а3) = а3,

Г(а4) = а\ и значит, а4 = 1, т. е. a=y^f. Поэтому а

может равняться 1, i, —1, —i9 что дает четыре
одномерных представления:

к

Tl

г,

г,

|г4

е

1

1

1

1

а

1

— 1

/

—/

А2

1

1

— 1

— 1

а3

1

—1

■~1"

t

первое из которых
— единичное; два последних

представления являются точными.

3. Пусть V— группа симметрии ромба. Она состоит

из четырех элементов е, а, Ь и аЪ = &а, причем а2 и
= Ь2 = е. Если Г — одномерное представление этой

группы и Г(а)=а, Г(6) = р, то Г(а2)=а2=1 и

Г(62) = р2 = 1, т. е. а = ± 1 и р = zE 1. Это дает

четыре одномерных представления (ни одно из которых не

является точным):

V

Тг

г2

Гз

г4

1-
1

1

1

1

а

1

1

—1

-1

Ъ

1

—1

1

~1

аЬ

1

—1

— 1

1
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4. Найдем одномерные представления диэдральной
группы D3^S3*). Элементы группы: е, г, г2, s, sr, sr2.

Пусть Г — одномерное представление D3; поскольку г

и г2 сопряжены между собой, если Г (г) = а, то Г (г2) =
= а2 = Г (г) = а, т. е. а2 = а,— и так как а ф О, то

а = 1. Далее, если T(s) = р, то T(s2) = р2 = 1, и р ==

= ± 1. Это дает два одномерных представления

группы D3:

г3 1 *

Г1 1

Г2 1

1——

г

1

1

г2

I

1

S

1

—1

sr

1

—1

sr2

1

-1

или, короче (поскольку элементы г и г2, а также

элементы s, sr и sr2 сопряжены между собой):

D3

Гх

г2

е

1

1

','2

1

1

s, sr, sr2

1

—l

5. Построим двумерное представление группы D3.
Эта группа изоморфна группе симметрии правильного
треугольника, т. е. D3 есть группа
преобразований плоскости, а значит, она сама является

одним из своих представлений. Найдем матрицы этого

(основного) представления.
Пусть ABC— правильный треугольник с центром О

(рис. 39), Совместим точку О с началом координат,
а вершину А треугольника расположим на

положительной стороне оси Ох. Обозначим через г поворот вокруг
центра треугольника на угол 2я/3, тогда г2 — поворот на

*) с*
— знак изоморфизма групп.
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угол 4я/3; через s обозначим-симметрию относительно

оси Ох. Соответствующие матрицы будут иметь вид

Г(г) = £, Г(г) =
cos-o-

.
2л

sin-o-

— sin
2л

3

2я
cos-

4 -4-/3
4-/3 -

Г(г») =
_1_

"

2

_1_
L~~ 2

ГИ =

/з -4-

-5-/3

-J-/8

2

-4/"з 4
Г (sra)

,<s,-[; 4
-4 4/з

L 2тг/з

[r(sr) и T(sr2) находятся перемножением матриц:

T(sr\ = Г(«) • Г(г) и Г(вг») = T(s) ■ Г(г2).]

X

Рис. 39.

*

6. Диэдральную группу D3 можно интерпретировать
и как группу движений

. трехмерного -пространства —

как группу вращений диэдра. Если лежащий в

основании диэдра треугольник расположить как в примере 5,
а ось Oz направить перпендикулярно к плоскости

треугольника и если г — это поворот вокруг оси Oz на

угол 2я/3, a s — поворот вокруг оси Ох на угол я, то

12 Л. И. Головина
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юот

Г(

ветствующие матрицы будут иметь вид

Г1 0 0]
Г(е)= о 1 о

Lo о 1J
. Г(г) =

\ 1

Г (г2) =

Г1 0 ОТ

s)= 0 -1 0

Lo о -ij

"-Т -Т^3 о"
- 1 - 1

д-/3 —^. 0

0 0
'

1__

-т т^'3 °

1 ,_ 1

-т^3 -т °

0 0 1_

, T(sr) =

Г(5Г*) =

S

1' *•

Г 1 1 ,-

1.-1

-т>^3 т °

L о о -1

Г ь 1 л- П
-т т^3 °

4^"3 т Ч
L о о -ij

•

Как будет показано дальше (в § 3 гл. XIII),
полученное трехмерное представление группы D3 в некотором
смысле «хуже» найденных выше одномерных (пример 1)
и двумерного (пример 5) представлений этой группы
(оно распадается в «прямую сумму» одномерных и

двумерных представлений).

§ 2. Изоморфные представления

Определение 2. Пусть Гг и Г2 — два
представления группы G в пространствах R{ и R2 соответственно,

причем размерности пространств R{ и R2 одинаковы,
т. е. пространства R\ и R2 изоморфны (см. § 5
главы II). Представления Г\ и Г2 называются

изоморфными ((эквивалентными, подобными), если ЖТ\ = Г2<5#,
где ffi — изоморфное отображение пространства R\ на

/?2. (Ясно, что изоморфные представления имеют оди-

наковые степени.)
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Равенство 3/ёГ\=Г2^ё означает, что 3@Г[(а)^=
= Г2(а)Ж для любого элемента aeG, а это, в свою

очередь, означает, что для любого вектора хе/?,

ЖТх{а)х = Т2{а)Жх. - .(1)

Поясним «геометрический смысл» последнего равенства.
Пусть х^Я\ и у = Жх е= R2. Тогда равенство (1)
означает, что ЖТ\{а)х = Т2(а)у, т. е. что если

**-+ У

(вектор x^R\ соответствует вектору ye=R2 при
изоморфном отображении Ж пространства Rx на R2)> то

Т\(а)х +-> Г2(а)у, т. е. образы Г\ (a)x и Т2(а)у
элементов х и у для любого a^G тоже соответствуют друг

другу при отображении Ж\

^(Ti(a)x) =Г2(а)у.

Иными словами, безразлично, отобразить ли сначала

вектор x&Ri посредством Ж в пространство R2, а потом

применить к полученному вектору Жх преобразование,
соответствующее элементу йе^ или сделать это в

обратном порядке; здесь выполняется следующая
«коммутативная диаграмма»:

&б
х—>Ж{х)

Ti(a)\ |г2(а)

1\ (а)х^Ж 1\ (а) х = Г2 (а) Ж (х)

Изоморфное отображение $в пространства R\ на R2
может быть задано квадратной (невырожденной)
матрицей Н. Тогда для каждого a&G соответствующие

матрицы Ti(a) и Г2(а) изоморфных представлений
Ti и Г2 связаны соотношением НГ\(а) = Г2(а)#,
которое можно переписать в виде

-

,

'

П (а) = //-ф2(а)Я.

Это означает, что если пространство R\ отождествить

с (изоморфным ему) пространством R2 и матрицу Н

рассматривать как матрицу -перехода к новому базису
в этом пространстве, то Т\(а) и Г2(а)—это матрицы
12*
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одн.ого итого же оператора, взятые в разных
"базисах.

Задача. Покажите, что отображения Ti и Г2'.

г, й-[jfl г, «-[-£:!£]■ г, «-[:$_$

- ™.-[;?b<4-!.-i]-™-hi-
r.«-[?{}r.w-[-i-!]•'.«-[_!_;]

являются-представлениями диэдральной группы D3, и проверьте, что

эти представления изоморфны.

§ 3. Подпредставление

Определение 3. Пусть Г — представление
группы G, R— пространство представления a R{—
подпространство Rt инвариантное относительно всех,

операторов, соответствующих элементам группы G (в та-'
ком случае говорят, что подпространство Rx
инвариантно относительно группы G). Тогда каждому элементу
ae=G можно сопоставить оператор. Г (а), действующий
в подпространств-е R\. Эти операторы также

образуют представление группы G (поскольку, если x&Ru
то T(a)x&Ri для каждого аеби равенство

T(ab)x = T(a)T{b)x
выполняется для всех векторов x^Ru так как оно

справедливо для любого вектора хе/?, a /?i с/?).
Представление- Г\ группы G в пространстве R{ называется под-

представлением представления Г.

Пример. Рассмотрим двумерное представление циклической
группы С2 второго порядка:

(Легко видеть, что (Г(я))2 = Г(е) и, вначит, это действительно —

представление.) Пусть еи е2 — тот базис пространства /?, в котором
взяты эти матрицы. Вектор в\ ^- е2 является собственным для обоих
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преобразований Т(е) и Г(а), так как

Г(е) (е, + е2) = Г(е)е, + Г(е)е2 = ех + еъ

Т(а) {е{ + е2) = Г(а)^1 + Г(а)е2 = е2 + е{ = *, + е2.

Следовательно, порожденное* им одномерное подпространство /?i =

= [ех 4- е2} инвариантно относительно группы С2. Соответствующее
подпредставление Т\ является одномерным единичным
представлением группы С2:

Ti (е) (ех + е2) = ех + еъ 1\ (а) (ёх + е2) = ех + e2t

или, в матричной форме:

Г,(е) = 1, ri(e> — 1.

§ 4. Прямая сумма представлений

Определение 4. Если пространство
представления R группы G является прямой суммой /? = /?i®/?2
подпространств R{ и R2, инвариантных относительно

группы G, то в каждом из ^тих, подпространств
представление Г определяет по подпредставлению;
обозначим эти подпредставления через Г\ и Г2. Говорят, что

представление Г является прямой суммой подпредстав-
лений Fi и Гг, что записывается так:

r = iYer2.

Рассмотрим два примера.
1. Пусть Г — двумерное представление группы С2, введенное в

предыдущем параграфе. Мы видели, что подпространство Rx =
= {^i + е2) инвариантно относительно группы С2. Подпространство
/?2 = &1 **- е*} тоже инвариантно относительно С2, так как

Г(е) (ех - е2) « Г(е)е1 — Г(е)е3 =*е{- еъ

Т(а)(ех — е2) = Г(а)^ — Г(а)е2 =*е2 — ех = —(*! — е2).

В базисе fx = ех + e2t f2 = ех — е2 — матрицы нашего представления
имеют вид

'«*-[} !]■ r«-[J 4
Таким образом, рассматриваемое представление является прямой
суммой двух одномерных представлений: Г = Г\® Тз, гДе

ГЛе) - I, Г, (в) = I

Ые) - 1, Г2(а) = -1.
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2. Рассмотрим двумерное представление циклической группы С4:

rw-[;;].rW-[j-;].-r«-[-j_fl.
r(«,-[_» "J

(проверьте сами, что это действительно представление!).
Так как пространство представления двумерно, то инвариантные

подпространства (если они существуют) одномерны, и значит, для

того чтобы найти их, мы должны найти собственные векторы
преобразования Г (а)—они будут собственными и для остальных

преобразований, поскольку Г (а2) = [Г (я).]2 и Г (а3) = [Г (а)]3.
СоОственные значения преобразования Г (а) находятся из

уравнения

-к —1.|
1 —Л к2 + 1 = О,

и значит, к = ± I.

При к = i собственные векторы находятся из уравнения — /хг—
— х2 = 0, откуда х2 = —ix\% и собственный вектор /i = (1, —/).

При к = — i собственные векторы находятся из уравнения
i*i — х2 = 0, откуда х2 = ixu т. е. /2 = (1, i).

Далее, имеем

r(e)fi = ff,, Г(а»)/,=-/ь Г(«8)/,--//,,

Г(а)/а = —i/2f Г(а2)/2 = -/2> Г(а3)/2 = //2.

Таким образом, в базисе f\t f2 матрицы представления Г будут иметь
вид .

,

'-.ol
о -1ГrM-[j

-

и представление
представлений:

Тх(е) = 1,

Т2(е) = 1,

?]•■>>-[; 4 г<«->-

'<»Ч~о •}
Г оказывается прямой суммо

Г, (а) = i, Г,(в»)=-1,

Г»(в) —-i, Г2(а2) =-1,

Г,(а»)=-1

Г2(а3)=/.

Легко видеть, что из любых двух представлений
группы G всегда можно составить представление,
являющееся их прямой суммой.

Заметим также, что если представление Г\ группы
G изоморфно Г'х и Г2 изоморфно Г^4 то прямая сумма

Г = П © Г2 изоморфна Г = Т\ ® Г^.
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Действительно, пусть Rl9 Ru R2, R2 — соответственно

пространства представлений Гх, Г^, Г2, Г2. Тогда
существуют изоморфные отображения 36\ пространства
R± на Ri и 36ч — пространства R2 на R^ такие, что

а/6^1 = *-\ав\ И 36<J- 2
= Г2<?^2'

Пусть, далее, R = R\®R2 и R'=R[ © ^—пространства
представлений Г и Г'. Тогда отображение 36 с матрицей

Я =

О

О

я0

где Яг —матрица отображения 36и ' = 1> 2, в

соответственно выбранных базисах, будет, очевидно,
изоморфным отображением пространства R на /?'. Далее,
ясно, что

Г =
О

.и Г
г; о]
о г; J

матрицы представлений Г и Г', и мы имеем, очевидно,

НТ =
Ил О

я,2 J :,]-["/■
■[

о ] = Гг^ о]_

я, о~\

а значит, представление Г изоморфно Г'.
ч Аналогичное утверждение справедливо, конечно, и

для любого числа слагаемых Г*.

§ 5. Унитарное представление. Приводимые
и неприводимые представления

Определение 5. Представление Г группы G
называется унитарным? если в пространстве
представления R можно так определить скалярное произведение,
что это пространство станет евклидовым, а все

операторы Г (а), где ае G, будут унитарными.
Лемма. Каждое представление конечной группы

является унитарным.
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Доказательство. Можно считать, что пространство /?-#
евклидово: мы просто положим, по определению, скалярное

произведение векторов х = Х\е\ + х2е2 + ... +хпеп и у
=

у{е\ + у2е2 + ...

... + Упвп равным

(x9y) = xjil + xjit+...+хпУп. '

Ясно, что относительно этой метрики пространство R будет
евклидовым, а базис ей е2,..., еп — ортонормированным, так как (eit е») = 1
для всех i и (e{t ej) = 0 при i ф /'.
. Если в этой евклидовой метрике все преобразования Г (а)

унитарны, то наше утверждение доказано. В противном случае мы

изменим скалярное произведение в Я, полагая, по определению,

<*.*>■= 2 (Г (в)*, Г (а) у), (2)
CL&G

где суммирование ведется по всем элементам а группы G. (В
формуле (2) <*, #> — новое скалярное произведение векторов х и у,

а (х> у) — старое скалярное произведение.)
Проверим, что функция < , > удовлетворяет всем

условиям, которые должны выполняться для скалярного произведения в

комплексном евклидовом пространстве. Имеем

1. <У>*>= 2 (Г(л)0. Г(а)*)= 2 (Па)*, Па)у)«
a&G a&G

= ^ (Г(а)*. Г(а)у) = <х,у>.
CL&G

2. <а*. у> = 2 (г (а) («). Г (а) у) =
aeG

« 2 а (г м *.г («) у) = а 2 (г (*) *. г (*) *)=<* <*. *>•
aeG aeG

з. <*х + *я, ^>= 2 (г («) (*i + *i).г («)у) -
aGG

= 2 (Г (fl) *!■ Г (Д) У) + 2 (Г М *t. Г <*) V) = <*1. У> + <Х2, У}.
a&G a^G

4. Если вектор х Ф О, то так как оператор Г (а)
—невырожденный, то и Т(а)х Ф О, а тогда (Г(а)х, Г(а)х) > 0, и значит, вся

сумма 2 (Г(а)*, Т(а)х) больше нуля С другой стороны, если х = О,
ае<?

то О, х\ очевидно, равно 0. Таким образом, скалярный- квадрат
<лг, хУ ^s 0 и из равенства <*, *> = 0 вытекает, что"* = 0.

Покажем, что в новой метрике все операторы, соответствующие
элементам группы G, унитарны, т. е. что <rt&)*, Г (&)#> =
= <*, уУ для каждого Ь е= С. Действительно,

:: <Г (6) х, Г (Ь) у) = 2 (г^) г W *■ г W г W У)-
aeG
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Но Г (л) Г (Ь) = Г(аЬ), так как Г — представление группы G, и

последняя сумма равна 2 (Г (аб) *, Г(аЬ)у). Далее, если а пробе-
a<=:G

гает все элементы (конечной!) группы G:

а = аи а2) а3,» .., я*,

а Ъ — один из этих элементов, скажем, Ь — а*, то произведения,

ab = fliflf, U2dit d^di, ..., audi

— это тоже все элементы группы G, но взятые, вообще говоря, в

каком-то другом порядке (из равенства a^i = a3ai немедленно
вытекало бы, что ak = а3). Следовательно,

2 (Г (ab) х% Г (ab) у) = £ (Г М *• Г (fl) Й =*<*» У>
aeG aeG

и окончательно

<Г(Ь)*,Г(Ь)0> = <*,у>.

В дальнейшем, говоря о представлении (конечной)
группы, мы всегда будем пользоваться тем, что оно

унитарно.
Определение 6. Представление Г группы G в

пространстве R называется приводимым,, если в R
имеется нетривиальное (т. е. отличное от всего

пространства R и от «пространства размерности 0»,
образованного нулевым вектором) подпространство Ru
инвариантное относительно G (т. е. инвариантное-относительно
всех преобразований Г (а), где a^G). Если такого

подпространства нет, то представление Г неприводимо.
Ясно, что одномерное представление всегда непри-

водимо.

Теорема 1. Пусть Г — приводимое представление
конечной группы G в пространстве R и R
—подпространство /?, инвариантное относительно группы G.

Тогда найдется такое, тоже инвариантное относительно

G, подпространство R2i что

- R = R{®R2t

(Таким образом, для того чтобы представление
конечной группы было разложимо в прямую сумму под-
представлений, необходимо и достаточно, чтобы оно

было приводимым.)
Доказательство. По лемме мы можем считать

пространство R евклидовым, а все операторы Г (а),
соответствующие элементам группы G,— унитарными.
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Тогда ортогональное дополнение R2 = Rt
подпространства R\ тоже инвариантно относительно группы G (см.
стр. 182) nR = R{®R2 (см. стр. 156).

Для бесконечных групп последняя теорема, вообще говоря,
неверна. Рассмотрим бесконечную циклическую группу — аддитивную
группу целых чисел. Отображение Г, ставящее в соответствие числу к

матрицу

Г(*) -а ?]■
является (двумерным) представлением этой группы, так как

1 0]
[k + m ljг<"г«=С fit Н = Г(Л + /и).

Одномерное подпространство {е2} инвариантно относительно

всех преобразований Г (£), но для него не найдется инвариантного
дополнительного подпростр-анства, так как (двумерное)
пространство R представления Г не имеет никаких других подпространств,

инвариантных относительно Г (/г). Действительно, собственные
значения преобразования Г(&) находятся из уравнения

1-Х О

1-Я
= (1 — Я)2 = О,

и значит, A,i,2— 1. Соответствующие собственные векторы
удовлетворяют уравнениям

Г 0*! + 0*2 = 0,

1 kx± + 0*2 = 0,

т. е. xi = 0, а это — только векторы, коллинеарные е2.

Теорема 2. Всякое представление конечной

группы либо неприводимо, либо является прямой
суммой неприводимых представлений.

Доказательство. Если представление Г группы
G в пространстве R приводимо, то, по теореме 1, его

можно разложить в прямую сумму представлений
меньших размерностей. Если какое-нибудь из слагаемых

приводимо, с ним поступим так же, и т. д. Этот процесс
не может продолжаться до бесконечности, так как

размерности слагаемых уменьшаются, а размерность
пространства представления конечна. Окончательно наше

представление разложится в прямую сумму
неприводимых представлений:

r = rI®r2©...erw.
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§ 6. Регулярное представление

Для каждой конечной группы можно построить так

называемое регулярное представление, играющее
важную роль в общей теории представлений групп.

Пусть аь а2, ..., ak— все элементы группы G.

Рассмотрим fe-мерное векторное пространство /?, элементы

базиса которого поставим во взаимно однозначное

соответствие элементам группы G; короче говоря, мы просто
перенумеруем элементы базиса элементами группы G:

Далее, положим, по определению,

Т(а{)еа. = eaLa.

iVLbi получим fe-мерное представление группы G,
так как

Г (а{) Г (а-) еа$ = Г (а{) eajas^ eai(ajas)= е^{^аа= Г {а{а^ еаз,

т. е. для всех базисных векторов eaii еа„ .. .,eflft
—

а значит, и для всех векторов х пространства /?,— имеем

Г (аг) Г (а}) х = Г (ащ) х\

следовательно,

Г(*|)Г(а,) = Г(а,а,).

Определенное таким образом представление группы G
и называется ее регулярным представлением.

Рассмотрим несколько примеров.
1. Регулярное представление группы С2.

"

Пусть е и а — элементы группы, причем а2 = е *)\
Пространство представления будет двумерным с

элементами базиса ее и еа. По определению,

Г(е)ее*=ее, Т(е)еа = еа, Т(а)ег = еа, Г (а)еа = еа> =ег)

и соответствующее Матрицы имеют вид

*) Здесь tf далее мы часто будем обозначать единицу группы G
греческой буквой е, а не латинской буквой е.
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2. Регулярное представление группы -С4. Здесь
элементы группы е, а, а2, я3 и базас пространства
представления образуют четыре вектора

^

£е> еа, еа*, еа».

По определению,

Т(а)ее = еа> Г(а)еа = еа*, Т(а)еа*=еа^ T{a)ea* = ez;

Т(а*)ег~еа*/Т{а*)еа = еа*у Г(а*)еа* = ег, Т(а*)еа* = еа\

г (а*) е* = **, Г (а8) еа = ее, Г (а3) еа» = еа, Г (а3) еа* = еа»;

соответствующие матрицы имеют вид

10 0 0

0 10 0

0 0 10

L0 0 0 U

о~ о о г

10 0 0

0 10 0

0 0 10"

0 0 0 1

10 0 0

О 0 1 OJ L0 1 О OJ L-1 О О О

О 1 О О

0 0 10

0 0 0 1

3. Регулярное представление группы V. Элементы

группы е, а, Ь и ab = Ьа, причем *а2 = Ь2 = е; базис

пространства представления

е&) еау е^у еаь.

По определению,

Г (a) et -^= еа1- Г (а) еа = е„ Г (а) еъ = еаЬ, Г (а) еаЬ = еъ;

T(V]et «г ^ Г(&)еа = еш Y{b)eb = ел, Т{Ь)еаЪ = еа;

Т(аЬ)ег «= воь, Т{йЬ)еа = ebt T{ab)eb = eai Y{ab)eab = ег;

соответствующие матрицы -имеют вид

10 0 0

0 10 0

0 0 10

L0 О О U

0 10 0

10 0 0

0 0 0 1

.0 0 10.

0 0 10

о о о' 1

10 0 0

О 1 О 0J

0 0 0 1

0 0 10

0 10 0

Л О О OJ

4. Регулярное представление диэдральной группы Z)3.
Здесь элементы группы е> г, г2, s, sr, sr2t причем r3=s2=
= е, rs = sr2. Базис пространства представления

^е, ^г, ^r*i ^8i ^sr> ^sr2»

Проверьте сами, что соответствующие матрицы
имеют вид
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'10 0 0

0 10 0

0 0 10

0 0 0 1

0 0 0 0

.0000

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1^0 0 0

0 10 0

0 0 10

0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

о L

0 0~
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0_

»

>

0

1

0

0

0

.0

~0

0

0

0

1

1-0

0 1-

0 0

1 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 1

"о о

1 0

0

0

0

0

0

1

0-

0

1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0_

0""

1

0

0

0

0_

I

»

"0
0
1
0
0

,0

"о
0
0
0
0

J

1
0
0
0
0
0

0
0
0
1
0
0

0
1
0
0
0
0

0
0
0
0
1
0

0 0 0=
0 0 0
0 0 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0.

0 0 Г
1 0 0
0 1 0
0 0 0
о а о
0 0 0.

При k>-\ регулярное представление приводимо,
так как, например, одномерное подпространство,

порожденное вектором/ = е<ц ■+- еа% + ... + еак9
инвариантно относительно группы G: при всех i

Т(аг)1 = Т(а{)(еа1 + еа2+ ...+еак) =

Но flifli, ахаъ ..., ад*—это те же элементы ab a2, ..., ahi

только,-быть может, взятые в каком-то другом порядке.

Следовательно, Г (a*)/ = f.

Легко видеть, что в каждой строке и в каждом столбце матрицы
регулярного представления один-из элементов равен 1, а все

остальные элементы равны 0 (докажите это сами).

§ 7. Функции, определенные на группе

Пусть G — произвольная (конечная) группа;
предположим, что каждому элементу а группы G поставлено

в соответствие какое-то, вообще говоря, комплексное

число ср(а). Мы будем говорить тогда, что на группе G
задана функция ф.

Если естественным образом определить сложение

функций:

(ф + 'Ф) (я) — ф(я) + ^(а) Аля каждого aeG

иумножение функции н а ч и с л о:

(аф) (а) = оир(а) для каждого аеби любого

(комплексного) числа а,
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то очевидно, что множество всех комплексно-значны

(т. е. принимающих комплексные значения) функций,^
определенных на группе G, станет векторные

пространством. Покажем, что если порядок группы,

равен ky то это пространство k-мерно. Действительно,
пусть элементы группы будут аь а2, ..., ah\ рассмотрим
k функций фг(а), где /= 1, 2, ..., k, определяемых сле-;

дующим образом:

П, если i = j,
ф1'(^) = 10, если 1ф\.

Легко видеть, что эти k функций линейно независ и-'

м ы и что каждая функция, определенная на группе G,
является их линейной комбинацией. В самом деле, если

F — произвольная функция на группе G и, скажем,

F{am) = am, то, очевидно,

k
,

k

F {о) = 2 адфг (а), т. ё. F = 2 агфг-

Определение 7. Функция ср(а), определенная на

группе G, называется центральной, если для любых

двух элементов a, b & G

ф(а&) = ф(2?а).

Пусть ф
—

центральная функция на группе G. Тогда
для любых а, Ь е G имеем

ф(Ь-1дЬ) =Ф((Ь-1а)Ь) = ф(Ь(Ь-»а)) =

= ч({ЬЬ-*)а)=у(а)..

Обратно, пусть для всех а> Ь е G имеет место равенство
ф(Ь"1аЬ) = ф(а). Полагая Ь~1а = с (откуда а = Ьс),
получим

ф(сЬ) = y{b~xab) = ф(а) = ф(&с).

Итак, если равенство ф(аЬ) = ф(Ьа) выполняется тож-

дественно для всех элементов группы G, то

тождественно выполняется и равенство y(b-]ab) = ф(а), и наоборот.
Следовательно, функция ф «а группа G в том и только
в том случае является центральной, если она принимает

равные значения на всех сопряженных между собой
элементах группы. Можно сказать поэтому, что цент-
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ральная функция определена на классах

сопряженных элементов группы.
Множество всех центральных функций является под-

прост ранет в ом пространства функций,
определенных на группе G так как сумма центральных функций
и произведение центральной функции на число тоже

являются, очевидно, центральными функциями.
Теорема 3. Размерность пространства центральных

функций, определенных на группе G, равна числу р
классов сопряженных элементов этой группы.

Доказательство. Пусть Сь С2, ..., Ср — все

классы сопряженных элементов группы G. Если

F—произвольная центральная функция на группе G, то она

может рассматриваться как функция, определенная на

этих классах, т. е. функция, ставящая в соответствие

каждому классу С{ определенное число F(d).
Рассмотрим р (центральных) функций г|)Ь г|)2, ..., \|)Р,

где

*.(с,)-{1лри!т{'(О при гф\.при ьф\.
/

Функции ^ь очевидно, линейно независимы, и каждая

центральная функция является их линейной

комбинацией: если F -произвольная центральная функция на G
и F{Cj) =a}, j= 1, 2, ..., р, то

v

F = 2 аф.
г=1

Значит, размерность пространства центральных
функций, определенных на груцпе G, равна числу классов

сопряженных элементов этой группы.
Выше мы видели, что если Г — одномерное

представление группы G, то Г{Ь~1аЬ) = Г(а) для любых а, Ьа

е G; поэтому одномерные представления любой группы
являются определенными на ней центральными
функциями. Так, для группы D3 на стр. 328 мы

нашли две определенные на ней центральные функции
Ti и Г2: Т\ тождественно равна 1 и Г2(е) = 1,

Г2 (г) = Г2(г2) = .1, Г2(5) = T2(sr) = Г2(5г2) = _ lf



344 ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОНЕЧНЫХ ГРУПП [ГЛ. XII

§ 8. Скалярное произведение на группе

В пространстве функций, заданных на группе G

порядка k, определим скалярное произведение,' полагая

a&G

где суммирование распространяется на все элементы а

группы G. Проверим, что при этом будут выполнены

все аксиомьГскалярного произведения:

a&G a^G

2. (аср, *) = х 2- а(Р (а) У^*) = а(ф> *)•

3. (<Pi + ф2, Ф) =

в

X 2 ГФ1 (fl) + Ф2 Ш'Щ = (ФЬ Ф) + (ф2, *).
aeG

При этом пространство функций, определенных на

группе G, будет евклидовым, так как

4. (Ф,Ф>=42ф(а)^)=4- 21ф(я)г>°>
aeG aeG

и если (ф, ф) = 0, то ф(а) —0 для каждого a^G, и

значит, ф S3 0.
. Рассмотрим еще несколько примеров. Выше (в § 1)

мы нашли 3 представления диэдральной группы Z>3: два

одномерных V\ зэ 1 и

Г2(е)«Г?(г)«Га(г»)=1, r2(s)=r2(sr)=r2(sr*)===-l,
и двумерное, назовем его Гз:

r.W = [j'j], Г,(г) =

Г, (г»)

--5-^3

.4-/з —f
1 1 ,J

—Г "Г^3
'!

кз -4-
L"" 2

(s) = [o -i>
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1 Г, (*/■») =

J

.-"Г 1~^51
1 1

LT^ — J

Рассмотрим шесть функций на группе .Z)3:-Г], Г2 и

функции fu, fi2, Tf2i. Ч22, определенные следующим
образом:

Vii («) = 1, vu М = - 4~> Y"(г2> = ~ т"»

Yii (s) = 1, Тп И = - 4~> Yii (sr2) = - 4~;
Т»(в) = 0, V12(r) = -4-K3. Vi2(/-2) = 4-^5' .

Yii («) = <>, Yi2(sr) = --f^3, T12(sr2)=4-^5; •

Vn(e) = 0, Y21(r) = 4-yl, Yll(r«) = -4-Vr3,
T2i(s) = 0, Vn(Sr) = -4-K3. Y2i(sr3) = 4->/3;

Vii («) = 1. Y22 W = -

-g-, Y22 ('2) = - 4"'
Y22 (s) = - 1, Y22 И =

-у - V2» (s/-2) = 4~
(таким образом, f«—- это соответствующие элементы

матрицы Гз). Вычислим попарные скалярные
произведения этих функций:

(Г„Г2) =

= 4- [Ь г + Ы + 1-1 + 1(- 1) + 1 (- 1) + 1 (- 1)]_= 0;

(г2ла)=4[1-1 + 1(--4)+1(-4)+ (3)

+(-1).1+(-1)(-4-)+(-1)(-4-)]=°-
Аналогично получаем

(Г,, та) = (Г,, fa) = (Г,, Т21) = (Г,, b2) = (Г2, b2) ,=.

*=U2, Tf2i) = (r2, Тяг) = 0.
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Далее,

(Yn,Y12) = i[l-0 + (-4)(-il/3)+ (-1)4/5+
+ 1.-0 + (-4-)(-+/з) + (-4-)^/з] = 0. (4)

Аналогично,

(Тп. T2i) = (Tib T22) = (Т12, Т21) =

= (Т12. Т22) = (Т2Ь Y22>= 0.

% Все рассматриваемые функции, таким образом,
попарно ортогональны. Скалярные квадраты этих функций
равны

(г1,г1) = 4-(12+12+12 + 12 + 12 + 12) = ?=="г
и (50

(г2,г2) = 4-(12 + 12 + 12 + 12+12+12) = 1 =
т

— для одномерных представлений и

(Yn. Y11) =^(1+-Г + "Т+1+"Т + ~г)=1~>
(Yi2^i2)=4-(°+x+4-+°+4 + i)=4»

а также и (у2Ъ у21) = (у22> у22) = -^ для двумерных

представлений. Всюду в знаменателе правой части стоит

степень соответствующего представления. Ниже (в § 10)
мы докажем аналогичные равенства для общего случая.

§ 9. Лемма Шура

Лемма Шура состоит из двух частей с~ «Прологом»
и «Эпилогом».

Пролог леммы Шур at). Пусть Ti и Г2 —два
линейных представления группы G в пространствах R{ и

/?2 соответственно и Ж — линейное отображение прост-

*) Что же касается «Эпилога» леммы Шура, то он пояэится

у нас только в следующей главе (см. стр. 357).
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ранства Rx в R2. В отличие от отображения,
фигурирующего в § 2, Ж не предполагается взаимно

однозначным; точнее говоря-, каждому вектору
xe=Rx поставлен в соответствие определенный вектор
Жх е= R2y так что

Ж(х + у) = Жх + Жу и Ж{ах) = аЖх,

но не предполагается, что каждый вектор из R2
является образом хотя бы одного вектора из Rx и что из

равенства Жх = Жу вытекает х = у.

Предположим, далее, что ЖТХ = Т2Ж, т. е. что

ЖТх(а)=Т2{а)Ж для каждого'элемента aeG и,

значит, ЖТх(а)х = Г2(а)Жх для каждого вектора x^Rx.
Последнее означает, что безразлично, сначала ли

применить к вектору х оператор Г\(а), соответствующий
элементу а группы G, а затем отобразить полученный
вектор Т\(а)х в R2, или сначала отобразить х в R2, a noTOjvi

к получецному вектору Жх применить оператор Г2(а),
соответствующий тому же элементу а е= G (см.
«Коммутативную диаграмму» на стр. 331).

Докажем, что в нашем предположении образ ЖR\
пространства Rx в R2 (т. е. совокупность всевозможных

векторов вида Жх, где x^R\) и ядро N отображения
Ж (образованное всеми такими векторами x<=Ru что

Жх = 0), являются подпространствами]
инвариантными относительно группы G.

То, что ЖR\ в R2 и N в Rx являются

подпространствами, доказывается совсем просто (ср.
стр. 115). Докажем инвариантность этих

подпространств.
1. Инвариантность ЖR\. Пусть xe=ЖRx, тогда х =

=Жх\, где Х\ е Rx. Нам надо показать, что вектор

Т2{а)х тоже принадлежит ЖR\. Но так как ЖТХ =
=Т2ЖУ то

Т2(а)х = Т2(а)Жхх = ЖТх{а)хи
и значит, Т2(а)х е= ЖR\.

2. Инвариантность N. Пусть у е= N, т. е. Жу = 0.
Нам надо показать, что и Тх(а)у<= N. Но так как

ЖТ{ = Т2Ж, то

. ЖТх(а)у = Т2(а)Жу = 0у

и значит, Y\(a)y е N.
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Таким образом, подпространства 36R\ г R2 и N £ R{
инвариантны относительно группы G.
Лемма Шура, часть I. Если в

сформулированных выше условиях (Гх и Г2 — представления группы G
в пространствах R\ и R2 и 36— линейное отображение
пространства R\ в R2 такое, что 36Т\ = Т236)
представления Т{ и Г2 не при вод и мы, то

либо 36 = 0,
либо представления Г\ и Г2 изоморфны.
Доказательство. Так как представления IV и

Г2 неприводимы, то ни Ru ни R2 не могут содержать
нетривиальных подпространств, инвариантных
относительно группы G. Однако образ 36R\ пространства Rx
является в R2 инвариантным подпространством;
следовательно, либо 36R\ = 0, либо 36R\ = /?2. Но если

36R\ = 0, то 36 отображает все Rx в нуль,- и значит,

36 = 0. Если же 36R\ =~R2y то 36 отображает
пространство Rx н а все~/?2 (т. е. каждый элемент из R2 будет
образом хотя бы одного элемента из R\).

Далее, ядро N 'отображения 36 является в Rx
инвариантным подпространством, "и значиг^либо N = 0,
либо N =?= R\. Если N1 = R\y то все пространство /?i

отображается в нулевой вектор, и значит, 36 — 0. Если же

N = 0, то отображение"^ взаимно однозначно.

Действительно, из равенства 36х = 36у вытекает, что

36 {х — */) = 0, откуда следует, что x — y&N, и значит,
х — у = 0, т. е. лг = у.

Итак, если 36 ф 0, то 36 взаимно однозначно

отображает пространство R\ на все R2. Так как, кроме того^
это отображение линейное, то оно будет изоморфным
отображением Rx на R2. В силу равенства 36Т\ = Т236у
представления Т\ и Г2 изоморфны.
Лемма Шур'а, часть II. Пусть Г —

неприводимое представление группы G в пространстве R и 36 —

такой линейный оператор в пространстве R, что 36Т =
= Т36:, тогда 36 является гомотетией {т. е.

существует такое число Я, что 36 = Х<?>).
- Доказательство. Пусть X — одно из

собственных значений оператора 36, а х Ф О — соответствующий
собственный вектор. Тогда

■

36х = Хх, дли {36 — %$)х = О,
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Из-равенства ЖТ = ТЖ вытекает, что

(X — JJF)T = T(3g — JJF).

Как доказано в «Прологе» (если применить его

к оператору Ж
— \8 при /?i = R2 = R и Ti = Г2 = Г),

ядро N оператора Ж
— \<§ инвариантно относительно

группы G, а так как представление Г неприводимо, то

либо N = 0, либо N = /?. Однако равенство N = 0

невозможно, поскольку ненулевой вектор х лринадлежит
N. Следовательно, N = R, т. е. все пространство R

оператором Ж-^\<§ отображается в нулевой вектор,
откуда

Ж-Х& = 0 иЖ==К^.

§ 10. Следствия из леммы Шура
■%

Вспомогательное предложение. Пусть Тх
и Т2 — произвольные представления группы G в

пространствах RY и /?2 и Ж — произвольное линейное

отображение Rx в 7?2. Тогда

Ж^Ъ Г^а-^ЖТ^а),
ckeG

являющееся, как легко видеть, линейным отображением
R\ б #2, удовлетворяет условию

aVQl 1
— I 2^0,

т. е. для каждого элемента Ъ группы"G

ЖоТ1{Ь)=Г2(Ь)Жо,

или, что то же самое, .
^

Г?(Ь)Я0ГХ{Ь) = И0.

Доказательство. Мы имеем

т;1 Ф) ж0г,(Ь) = г, (ь-1) ж0гЛ ф) =

= 2 Т2(Ь-1)Г2(а-1)ЖГ1(а)Т1(Ь) =
аев -

= 2 Г1(&-*а-ч)5еГ1(а&)= 2 Г2 ((c6)-»)5W1 (Щ.
a&G a&G

Но если а пробегает все элементы (конечной!) группы
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G, a b — фиксированный^ элемент этой группы, то

произведение аЪ тоже пробегает все элементы группы G

только, вообще говоря, в каком-то другом порядке.
Следовательно, .

2 Г2((а6)-1)5»0Г1(аЬ) = 5в0.

Мы доказали, что

\fr2(b)]-13%oTi(b) = Жо, или Ж0Т1(Ь)= Т2{Ь)3%о,

где b — любой элемент группы G.
Следствие из 1-й части леммы Шура.

Пусть Г\ я Т2 -1- неприводимые неизоморфные
представления группы G в пространствах Ri и R2 и Ж —

произвольное (линейное) отображение Rx в R2. Предположим,
что в пространствах Ri и R2 выбраны ортонормиро-
ванные базисы, и пусть в этих базисах элементы

матриц операторов Г\{а), Г2(а) и отображения Ж будут
соответственно У\f {a), Yif (я) и Aij.
Мы видели, что отображение

aeG

пространства 7?! в R2 удовлетворяет условию

Тогда, по 1-й части леммы Щура, поскольку
представления Тх и Г2 не изоморфны, Уё0 = 0.

Элемент hpq9 стоящий на пересечении р-й строки
и q-то столбца матрицы Я0, равен

^=2 2Y#(a'1)hid?(а) = 2А,/ 2 Y#(a"1) Y#(a)

(здесь суммирование ведется по I от 1 до\я2 и по / от 1

до ль где nh / = 1, 2,— размерность пространства^)—
и он равен нулю при любом отображении Ж, т. е.

при любых hij. Следовательно, коэффициент при htj
в правой части последнего равенства равен нулю при
всех i, /:

2 ТЙ)(а-1)7^)(«) = 0.
a(=G
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(Легко видеть, что если сумма2аъ^и равна нулю
и

при подстановке любых.значений hih то все ее

коэффициенты ац равны нулю. Действительно, положив,

например, h\\ = 1, а все остальные Иц = 0, мы получим,
что 2 OLijhij =а1Ьи значит, ац = 0, и т. д.) Но выше

мы условились (см. стр. 335), что все рассматриваемые
операторы унитарны. ^Следовательно, Г2(яг1) =
= [Г2(а)]~1 =[Г2(а)]*. Так как базис в пространстве

R2 — ортонормированный, то элементы матрицы Ы/^я)]
оператора Т{2){а) удовлетворяют условиям: YpV(fl"1) =
= У?р(а) при вс^х i, р. Таким образом, при всех i, j.

2 й)(«Г?Й)(«) = о.

Если матричные элементы y1p\ YjV рассматривать
как функции, заданные на группе G, то последнее

равенство означает, что скалярное произведение любых двух
таких функций, взятых для неизоморфных
неприводимых представлений, равно нулю: ,

' '

(YiV, У{#) = 0 при всех i, /, p, q,

т. е. что эти .функции попарно ортогональны.
Так, в примерах, приведенных в § 8, функции у1Ь fte.
Т21. Т22 ортогональны функциям Ti и Г2, а также Т\
ортогональна Г2 (см. равенства (3) на стр. 345).

Полезно заметить, что поскольку для каждой группы
имеется единичное представление Г0(а) = 1 для всех

а е G, то, если «^(а) — элементы матрицы
произвольного (неприводимого) неединйчного представления . этой

группы, то

(Уи,Г0\== 2 уи(а) = 0,
fl£G

т. е. для любых i, j сумма всех значений функции ffJ
равна нулю.

Следствие из 11-й части леммы Ш у$ а.

Пусть Г — неприводимое представление группы G в (п-
мерном) пространстве R и Ж — прсшзвольный линейный

оператор в /?. Тогда, как было показано выше (вспомо-
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гательное предложение для случая Ti = Гг = Г, /?i =
= R2 = R), линейный оператор

^о= 2 Г(а-1)50Г(а)

в пространстве R удовлетворяет условию ЖоГ =T2/6q^
и значит (по лемме Шура, часть II), Жъ — гомотетия:

2 Г(а-1)3»Г(а) = Яаг. (6)

Элемент, стоящий на пересечении р-й строки и q-ro

столбца матрицы 2 Г (а-1)(%Г(а), равен
a&G

п п

2 2 ypi(a-1)hijyjq(a)= 2 ^ 2 yPi i^1) Уп(а). .

Элемент, стоящий на соответствующем месте в матрице
Ш, равен бР9Я, где

(1, если p
= q,

■>pq -гto, если' р=£=<7.

Найдем значение А,. Для этого вычислим след

обеих частей равенства (6). След правой части равен
tr(X<^) = Ktb След левой части равен'

2 tr [(T (a))-* 9VT (а)] = 2 tr50=£tr5&,
a^G a&G

(смГ: стр. 127; здесь k — порядок группы G), и так как*

tr5g= 2 Mii, то

n

Х/г = k 2 6ij^ij.

n

Мы нашли, что А, = — 2i ^Фа и» значит, элемент,

стоящий на пересечении р-й строки и ^-го столбца мат*
п

рицы tag\ раве*гбр(2— 2 ^ijftij. Таким образом, мы



10] СЛЕДСТВИЯ ИЗ ЛЕММЫ ШУРА 353

имеем

п п

2 ft« 2 Vpi (а-1) Узя (а) = 6pg -|~ 2 Mij>
i,j=l aeG i,j=l

причем это равенство справедливо при в^ех htj.
Следовательно, при всех i, /*, р, #

aeG

(Если равенство 2 «ij^ij = 2PiAj выполняется при под-

становке любых значений Aij, то 2 («ij — P«j) Ay =0
i.i

тоже при любых hiU и значит, ссу— р« = 0, т. е.

a<j =r frj при всех i и / — см. замечание в скобках на

стр. 351.) Пользуясь унитарностью оператора Г (а), ра-
зенство (7) можно переписать еще и так:

X 2 V*p (a) Vjq (а) = 4" в*«в"»
aeG

ИЛИ

(Ун*У1р)=*—йряЬи>
и значит,

[0, если p^q или f^4/,

(Y^,Yip)==|jLf если p==q и , = />

(ср. с равенствами (4), (5')> (5") на стр. 346).



ГЛАВА XIII

I ТЕОРИЯ ХАРАКТЕРОВ ^

§ 1. Характер представления. Простейшие ^

свойства характеров

Определение 1. Пусть Г — линейное представ*'
ленив группы G в пространстве R. Для каждого a^G^
положим %(а)= tr Г(а). Определенная таким образом-
на группе G (комплексно-значная) функция х
называется характером представления Г.

Если Г — одн^ерное представление группы G, то

для каждого а е= G имеем %{а) = tr Г (а) = Г (а) г

Выпишем характеры всех определенных выше

представлений группы 5з — Z?3- Пусть xi = 1\ и %2 = Гг —

характеры одномерных представлений Г\ и Г2 этой
группы (см. стр. 328), хз

—

характер двумерного пред-,
ставления Г3, определенного на стр. 328, Х4

—

характер
трехмерного представления, указанного на стр. 329
(назовем его Г4) и, наконец, xs

—

характер регулярного-
представления Г5 этой группы (стр. 340). Все эти

характеры можно собрать в такую таблицу:

Xi

%2

ъ

Ул

Xs

е

1

1
"

2

I
3

6

г

1

1

— I

0

0

г*

I

1

— 1

0

-О.

s

I

—Г

0

—1

0

sr

1

— 1

0

— 1

0

sr2

1

— 1

0

•—1

0
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Характеры играют очень важную роль в теории
представлений. Можно сказать, что характер представления
определяет это представление, так как дальше

будет показано, что представления с одинаковыми

характерами изоморфны.
Рассмотрим простейшие свойства характеров.
1. Для любого представления %{е)= п, где е —

единица группы G, а п — степень представления.
Действительно, Г(е) есть единичная матрица порядка п, и

значит,

%(е)=1тГ(е)=п.

2. Характер является центральной функцией на

группе: %{b-lab)=%(a). Действительно,

x(b-'ab) = tvT(b-'ab) = tr Г (а) = %{а)

(см. стр. 127).
3. Изоморфные представления имеют одинаковые

характеры. В самом деле, если

аЪ 1 1 — 1 2аи»

то

Т{ = Ж-'Т2Ж
И

%1(а)=[тГ[(а)=[г(Ж->Г2(а)Щ=[гГ2(а)=Х2(а).
4. Если представление Г является прямой суммой

представлений Гх и Г2, то характер % представления Г

'равен сумме характеров %х u Xs представлений Т\ и Т2\

X = Xi + Х2-

По условию, R = /?i0/?2, где R, Ru /^ —

пространства представлений Г, Гь Г2. Если базис R выбрать так,
чтобы первые пх (где пх

—

размерность Rx) векторов
принадлежали подпространству Ru а последние п2

векторов (где п2 — размерность R2) — подпространству R2,

то матрица представления Г (а) будет иметь вид

Г(0)-[» rl(.,J. •

где Т\{а) —матрица представления Г! в пространстве Ru
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а Г2(а)—'матрица представления Г2 в пространстве /?2.
Но в таком случае, очевидно, для каждого а е= G

X(fl)=trr(a)=:trr,(fl) + trr2(fl)=Xi(fl)+X2(fl),

т. е,

X
= Xi + Х2.

5. Для любого aeG

^ Х(^1) = Х(^)-

Пусть Jii, A.2, ..., ^п — все собственные значения

оператора Г(а), причем каждое взято столько раз, какова
его кратность. Так как оператор Г (а) — унитарный, то

Т(аг1) — [Г{а)]~1 =[Г(а)]*, и значит, собственные

значения оператора f (a^J.) совпадают с собственными

значениями [Г(а)]*. Но, ввиду следствия на стр. 168,
собственными значениями оператора [Г(а)]* будут

А*ь ta> •; •Дп

(где также каждое собственное значение взято столько

раз, какова его кратность). Следовательно,

% (a-ij = tr Г (a-*) = tr [Г (a)]* = lx + l2 + ....+ ln =
= 1тГ(а) = х(а).

6. Если xo
— характер регулярного представления Го

группы G порядка k, то

Ik, если а = е,
ъ(а) = {о, если афг.

Действительно, пусть а{ = е, а2, ..., ah — все

элементы группы G, и базис пространства представления
образован векторами eat, eai, ..., eak. Так. как а\ = е —

единичный элемент, то
"*

-

Xo(fli)— trr0(fli)==ft

(п. 1). Если ахф а{ = е, то

10 (я*) еар
= еа{ар =7= eapi

так как из равенства ахар = av вытекало бы, что а< =
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= 8
= а\. Следовательно, при i ф 1 базисный вектор

еар оператором Г0(щ)' переводится снова в, базисный

вектор еНар, однако — в вектор, отличный от него

самого. Это значит, что для любого р в р-м столбце

матрицы Го (а») единственный отличный от нуля элемент —

это единица, стояща^ не на главной диагонали,
а следовательно, все элементы главной диагонали
такой матрицы равны нулю, и значит, след ее равен

нулю.

§ 2. Характеры неприводимых представлений

Этот параграф, содержащий дальнейшие следствия

леммы Шура, можно назвать ее «Эпилогом».

Теорема 1. Характеры неприводимых не

изоморфных между собой представлений конечной группы

образуют ортонормированную систему функций (отсюда,
в частности, будет следовать, что конечная группа
имеет конечное число неприводимых представлений).

Как и лемма Шура, эта теорема состоит из двух
частей:-

I. Если %{ и Х2~- характеры неприводимых не

изоморфных между собой представлений Г{ и Г2 группы G,
то (хь Гл)= °-

Действительно, пусть k — порядок группы G.
Тогда

(Хь Ъ) = 4" 2 Xi (а) х7Й"= х 2 tr ri(a) ^M*) -

=422 vff (a) 2¥w=-f 22^ <«>WS =

cl€:G i j a&G i,j- .

= 24-2 v(iV wTO-2ш,.№ - о,
t.j aeG i,j

так как каждое слагаемое этой суммы равно нулю (см.
стр.351).

II. Если Г — неприводимое представление группы G
с характером х> то (х> %\— 1.
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Действительно,

(X, X) = -г 2 ХЮХЙ =

X 2 trT(a) tiT^y =

п п п

=

1Г 2 2 Y" (a) 2 Yii (a) = T" 2- 2 Vii («) Уп (°) =

n

= 2 4" 2vii(a)Yi7(S)=
n n n

= 2 (Y«. Y«) = 2 (Vii. Y«) = 2 4" = J«

так как (if«, ъ)=° ПРИ * ^ /> а (Vn, Vh) = — (см. стр.

353). Теорема доказана.

Так, для группы S3 ^ Z)3 (см. таблицу на стр. 354)
имеем

(Хь Хя) = 4" (1+ 1 + 1 - 1 - 1 - 1) = О, (Xi, Хз) =

= Л-(2-1-1) = 0, (X2,X8) = 0f (Xi,Xi) =

= ^- (1 + 1-+ 1 + 1 + 1 + 1) = 1, (x8f x.) - 1, (Xa, Хз) = 1.

Но, с другой стороны,

(Х4. Xf)
= -g-<9+1 + 1 + 1> = 2 и'<*•• Хь) = 4-36 = 6'

значит, представления Г4 и Гб этой группы не

являются неприводимыми.
Найдем скалярный квадрат характера %0 ре гул яр-

но г о представления произвольной группы G

порядка k. Выше мы видели, что xofai) — k и ^0(al)= О,
если i Ф 1. Следовательно,

.~(Хо. Xo)^—'k-k = k;

отсюда снова получаем, что регулярное представление
любой (не состоящей из одной единицы) группы
приводимо (ср. стр. 341).
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§ 3. Дальнейшие свойства характеров

Пусть Г — линейное представление группы G в

пространстве R с характером %. Разложим Г в прямую

сумму неприводимых представлений Г< — пусть

г = Г! е г2 е... © г..

Характер (неприводимого) представления Г* (где i =
= 1,2,..., 5) обозначим через х<- Тогда характер
представления Г

-

х = xi + Х2 + ••. + х*-

Среди представлений Г< могут быть и изоморфные
между собой, им отвечают равные характеры. Наоборот,
характеры неизоморфных между собой неприводимых

представлений не могут быть равными, так как если

Xi
= Х2> то (хь Х2) = (хь Xi)=? !» а не 0, как должно

быть по- п. 1 предыдущего параграфа. Объединяя
слагаемые, отвечающие изоморфным- представлениям,
последнюю сумму можно переписать так:

X
= ЩЩ\ + т2Х2 + .. • +т,хв, (1)

где т3—«кратность» представления Tj (здесь / = 1,
2, ..:, q и представления Гь Г2, ..., Гд попарно не

изоморфны). Пусть теперь Г' — произвольное неприводимое
представление группы G с характером %'. Рассмотрим
скалярное произведение

(х'> X) = (х'> ЩУл + ^2X2 +'... +ЩХя) =

='Мх'> хО+Мх'* Х2) + ... + 'Мх/> х«)«

Но (х', х*)= °» если г' не изоморфно Г, и (х', х<)= 1,
если представления Г' и Г* изоморфны. Следовательно,
скалярное произведение (х', х) обязательно является

целым числом, которое показывает, сколько раз
неприводимое представление Г' Содержится в%Г.
Следствие 1. Представления Т{ и Г2, имеющие

одинаковые характеры, изоморфны, так как каждое не-

привбдимое представление Г' и в Гь и в Г2 содержится
одинаковое число раз (см. конец § 4 гл. XII).

Следствие 2. Разложение представления Г в

прямую сумму неприводимых представлений Гг (с
точностью до изоморфизма слагаемых) однозначно,
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Вернемся к (вообще говоря, приводимому)
представлению Г с характером %. Из равенства (1) вытекает, что

скалярный квадрат характера % равен

(Х> %) = tn\ + ml + ... +m2q.
Следовательно, скалярный квадрат характера всегда
является целым числом, которое в том и- только в

том случае равно 1, если представление Г не
приводим о.

Можно сказать поэтому, что для того; чтобы
представление было неприводимым, необходимо и

достаточно, чтобы скалярный квадрат его характера был
равен 1. (Значит, в частности, представления Т\, Г2 и Г3
группы D3 неприводимы:) Далее, для того чтобы два

неприводимых представления группы были неизоморфны,
необходимо и достаточно, чтобы скалярное произведение
их характеров было равно пулю (необходимость этого

была доказана выше, а достаточность вытекает из того,

что если два неприводимых представления изоморфны,
то их характеры равны: %i = %2 и» значит, скалярное

произведение fab %2) = (хь Xi)=I)-

Пример. Для группы S3 ^ #з (см. стр. 354) имеем

(xi. X4) = -^- (з — 1 — 1 — 1) = о, (х2, х4) =т<3+ 1 + 1 + i)=i,

(хз,Х4) = -уб=1;
и представление Г4 равно прямой сумме Гг и Г3. Далее,

(Xi>X5) = TT6=;=I' (X2>X&)=-6",6==1' (Хз,Х5) = -б-'12==2'
и значит, Х5

=
Xi + Х2 + 2хз — регулярное представление Г5

содержит по одному разу каждое из одномерных представлений Г\ и Г2
и два раза

— двумерное представление Г3.

§ 4. Основное соотношение

Лемма. Пусть То — регулярное представление
группы G. Тогда каждое неприводимое представление
Т{ этой группы содержится в Го столько раз, какова его

степень.

Доказательство. Пусть %о —характер
(регулярного) представления Го и ^—.произвольное неприводи-
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мое представление группы G степени п{ с характером

Х<. Тогда

(Хь Хо) = ПГ 2 5Ci (а)5СЛ^) = jXi (*) 5uW= Xi W = я«-
aeG

Но, как мы уже знаем (см. § 3), скалярное
произведение (х<, Хо) показывает, сколько раз (неприводимое)
представление Г< содержится в (регулярном)
представлении Го.

Теорема 2. Сумма квадратов степеней всех

неприводимых {не изоморфных между собой)
представлений конечной группы равна порядку группы. Иными

словами, если G — (конечная) группа порядка k и п\,

п2, .,., пр
— степени всех ее неприводимых

представлений, то

п\ + п\ + • • • + А = *•

Доказательство. Пусть Го — регулярное
представление группы О. Если П, Гг, ..., Гр — все

неприводимые представления группы G, хь Х2> '•••> Хр~~ их

характеры и пи п2, ..., яр
— их степени, а хо

— характер
регулярного представления Г0, то

ХО
= Пф + "2X2 + . . . + ПРХр.

Скалярный квадрат хо равен

(Хо> Хо) = п\ + п\ + ... + /ip.

Но, по доказанному в конце § 2, скалярный квадрат
(Хо, Хо) регулярного представления равен k.

Следовательно,

п\ + п%+ ... +п2р = k.

Заметим, что среди чисел nt могут быть и равные.
Так, для группы D3 имеем п{ = п2 = 1 и м3 = 2.

Поскольку порядок группы D3 равен 6 и I2 + I2 + 22 = 6,
то эти представления Гь Г2 и Г3 — это все

неприводимые представления группы D3.
Так как у каждой группы имеется единичное

представление, то среди чисел щ по крайней мере одно
равно 1.

Можно доказать, что все щ являются делителями

порядка k группы.

13 Л. И. Головина
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§ 5. Число неприводимых представлений группы

Лемма. Пусть f(a)— центральная' функция,
определенная на группе G порядка k и Т — неприводимое
представление группы G в пространстве R размерности
п с характером %. Тогда линейный оператор

W)=2 7F)r(a),

действующий в пространстве /?, является гомотетией с

коэффициентом гомотетии, равным
— (х,/)•

Доказательство. Для любого элемента Ъ
группы G имеем

*

Г"1 (Ь) Ж (/) Г (Ъ) = S Г"1 (Ь)ЩГ (а) Г (Ь) -
a&G

- S ШГ (И Г (а) Г (6) = 2 /IS) Г (б^аб) =
aeG aeG

= 2 /(fr-^jr^eft)

(так как f (a)—центральная функция, то f(a) =
=f(b~lab)). Но произведение b~labt где & —

фиксированный элемент группы G, а а пробегает все

элементы группы, тоже пробегает (по одному
разу) все элементы группы (произвольный элемент х

группы, равен х — b-l(bxb~l)b; здесь а = bxb~l).
Следовательно, последняя сумма равна

2 Я*) Г (*) = #(/)■
aeG

т. е. для любого deG

г-1(Ь)Ж(ПГ(Ь) = т)-

Из равенства T'l3IS(f)r = 3e(f) вытекает, что

Ж{})Т = Г<9#(/). Но тогда из второй части леммы Шура
следует, что <9#(/) является гомотетией, т. е. что для

некоторого А,

2/(а)Г(а) = Х#.

Для того чтобы йайти Я, вычислим след обеих частей

этого равенства. В правой части получим tr \& = Кп,
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След левой части равен

trS7I5)r(a)«Str[/I5)r(a)]
a&G a^G

« 2 / (a) tr Г (a) = 2 /(«) X («) = *(Х.Й-
aeG a£G

Следовательно, Я = — (%,[) и

2'ЖГ(а)=1(Х)/)^
aeG

л

Теорема 3. Центральная функция Д определенная
на группе G и ортогональная ко всем характерам
неприводимых представлений Т{ этой группы, 'тождественно

равна нулю.
Доказательство. Пусть хь X2» •••> Хр

—

характеры всех неприводимых представлений группы G.

Предположим, что (х«, /)== 0 для каждого I = 1, 2, Mt, /7.
Тогда для каждого неприводимого представления

Г* группы

■2ЖГ|(а) = 4<Х1.Л^1-^»
a€=G

Л

где б? есть нулевой оператор. Покажем, что сумма

2 /(a) Г (а) = (7 ив fом случае, когда представление
aeG

Г приводимо.
Действительно, пусть Г является суммой, например,

двух (неприводимых) представлений Т{ и Гг. Тогда в

соответственно -выбранном базисе матрицы-представления
Г имеют вид

Г (а)
Г, (а) О ]
О Т2(а)\>

где Г«(а) —матрица представления Г* в пространстве

представления /?<, i = 1, 2. Но так как

ЪГ(а)Тг(а) = 0 и Г/(а)Г2(а) = #,
aGG «GG

13s
*
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ТО И

del ° ШГ2(а)]
I a&G

О 2П?)Г2(а)|
L aGG J

Аналогичное утверждение верно и для любого числа

слагаемых, т, е. для любого представления Г группы G
и любой центральной функции f, ортогональной ко всем

характерам неприводимых представлений этой группы,
имеем

2/(*)Г(а) = <7.

Пусть теперь Г0 — регулярное представление
группы G, аи а2, ..., ak — все ее элементы (ах =* е —

единичный элемент), eQli ea%, ..., eak
— базисные

векторы пространства представления R. Применим оператор
2/(я)Ц(я) (являющийся, по доказанному выше, ну-

левым оператором) к вектору eQl. Мы получим

Но так как векторы еа{ линейно независимы, то /(а<) =
= 0 для всех I = 1, 2, ..., k, и значит, /(а,)=0 для

всех a* e G, т. е. функция / на группе G тождественно

равна нулю.
Теорема 4. Каждая центральная функция на

группе G является линейной комбинацией характеров
неприводимых представлений этой группы.

Доказательство. Пусть V — пространство всех

центральных функций, определенных на группе Qt и

Vi » (xi, %2, ..., %р} —его подпространство,порожденное
характерами всех неприводимых представлений, Тогда

0.



§ 6] ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОММУТАТИВНОЙ ГРУППЫ 365

пространство V равно прямой сумме подпространства V\
и его ортогонального дополнения Vii

V = Vx 0 V?.

Однако V? = (0), так как каждая центральная функция,
ортогональная ко всем %и равна нулю. Следовательно,
V = Vu т. е. характеры неприводимых представлений
группы G образуют в пространстве всех определенных
на ней центральных функций (ортонормированный)
базис — каждая центральная функция является линейной

комбинацией характеров.
Теорема 5. Число попарно неизоморфных

неприводимых представлений группы G равно числу классов

'сопряженных элементов этой группы.
По предыдущей теореме, размерность пространства

всех центральных функций, определенных на группе G,
равна числу неприводимых и неизоморфных между
собой представлений этой группы. В то же время
размерность пространства центральных функций равна числу р
классов сопряженных элементов группы G (стр. 343),
откуда и следует утверждение теоремы.

Окончательно мы имеем соотношение

k = nl + nl+ ...+n*t

где k — порядок группы G, п{ — степень неприводимого
представления 1\, р

— число классов сопряженных
элементов группы. Все п{ являются делителями J и по

крайней мере одно из них равно 1.

§ 6. Представления коммутативной группы

Если группа G коммутативна (и только в этом

случае), число р ее классов сопряженных элементов равно

порядку k группы. Из равенства k = п\ + п\ + ... + nl
следует, что все (целые положительные) числа щ

равны 1, т. е. что все неприводимые представления
коммутативной группы одномерны, причем число их равно
порядку группы. Обратно, если все неприводимые
представления группы одномерны, т. е. если все п{*=* 1, то

число р классов сопряженных элементов равно порядку
k группы, и группа коммутативна.
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Итак, для того чтобы группа G была коммутативной,
необходимо и достаточно, чтобы все ее неприводимые
представления были одномерны (имели степень 1).

Из этого результата, в частности, вытекает,^ что для

групп Сг, С4, V выше (на стр. 326—327) были'найдены
в с е их неприводимые представления:

§ 7. Представления циклических* групп

Пусть Сп — циклическая группа порядка п,

состоящая из элементов е,'а, а2, :.., ап~!, где ап = е^Так как

группа Сп коммутативна, то все ее неприводимые
представления одномерны, причем число неизоморфных
между собой неприводимых представлений равно п.

Пусть Т(а)= а; тогда Г{а*)= а2, Г(а3)=а3, ...,

наконец, Г(ап)= ап = Т{е)= 1. Следовательно, ап = 1 и а

есть корень п-й степени из 1. Положим

2я . . . 2я
а = cos— + i sin —.

п
'

п

Тогда

L а, а2 C0S^L2 + /sin^2, ...

..B1an-i = cos Ц- (п - 1) f f sin Щ-(п - 1)

— все корни м-й степени из 1. Это дает п одномерных

представлений группы Сп, совпадающих со своими

характерами xi*, Х2> ..
•> Xn.

Сп

Xi

Х2

Хз

Хп
|

е

1

1

! i

1

а

1

а

а2

ап~1

а2

—*

1

а2

а4

а(п-1)2

-

an~i

1

а(п-1)2

а(п~1)(п-1)
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Полученные представления," будучи одномерными,—
неприводим ы:

Так как %и %2, ...,%„
— различны, то эти п

представлений попарно неизоморфны (п. 3, стр. 355).
Таким образом, мы нашли все п неизоморфных

между* собой неприводимых представлений циклической
группы Сп.

§ 8. Представления диэдральных групп

Диэдральная группа Dn при четном п имеет -§--}- 3

классов сопряженных элементов, а при нечетном п

число классов сопряженных элементов этой группы равно
п + 3

Для четного п имеем

2/г = 12-4 + 22(-g— l)
(число слагаемых в правой части равно 4 + -~— 1 =*

*= -|- + 3) — и, значит, группа Dn имеет 4 одномерных и

-о— 1 двумерных неприводимых представлений.

Для нечетного п

2/г= l2. 2+22^=i
п —— 1 ti -4- Ч

(число слагаемых здесь равно 2 -\—j- = —5—) —

и группа имеет два одномерных и
—j— двумерных

неприводимых представлений.
I. Рассмотрим сначала случай, когда п = 2т чет-

н о. Элементы группы Dn = D2m выше мы обозначали
так:

е, г, г2, ..., r2m~\ sy sr, sr2t ..,, sr2m-K

Они следующим образом разбиваются на -^-+ 3 = т + 3
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классов сопряженных элементов:

{£>}, {Г, Г2-1}, {Г2, Г2-2}, ..., {/—1, Г™+1}, {Г-}
{s, sr2, ..., sr2m-2}, {sr, sr3, ..., sr2m~i}.

Обратим внимание на то, что элементы г™*1 и rm+l

сопряжены между собой.

tlycTb Г — одномерное представление группы
Z)rt с характером % и Г (г) = %(г) = а. Тогда

f(rw-1)=x(rm-1)=am-1 и Г(гтп+1)=х(^т+1)=ат+1.

Но характер на сопряженных элементах принимает
одинаковые значения; поэтому am_1 = am+1. Так как а Ф О,
то а2 «а 1 и a = ± 1. Если, далее, T(s)= р, то Г($2) =
=5рй = 1, т. е. р = ± 1. Это дает 4 одномерных
представления (совпадающих со своими характерами):

Dyn

Х2

Хз

Х4 !

Г

1

1

1

1

Г

1

1

—1

—1

г2

1

1

1

1

г3

1

1

—1

—1

...

r2m-l

1

1

-1

— 1

S'

1

— 1

1

—1.

sr

1

—1

—1

1

sr2

1

—1

1

—1

...

sr2m-l

1

—1 1

—1 j
1

или короче,

\D2m

Xi

X2

Хз

X4

rk

1

1

(-1)*

sr*

1

— 1

(-1)"
(-0fc+1

Легко видеть, что эти представления непривод и-

мы и попарно неизоморфны.

Для того чтобы найти двумерные представления

группы £>„, заметим, что так как Dn является группой
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преобразований плоскости, то она сама и будет одним
из своих представлений (основным). Выпишем
соответствующие матрицы.

Если г — поворот вокруг начала координат на угол

—г as — симметрия, скажем, относительно оси Ох, то

Г (г")

r(s/*)

2я
L

cos-~ k
tx

•
2jt

и

2я
cos —

п

.
2я

— sin —

L П

—

k

к

.
2я

slnT*
2я

L

cos-т- k

»

2я "1
— sin

— & I
П 1

2я 1
— cos—-

п kJ

где & = О, 1, 2, ..., п— 1.

Другие представления этой группы можно получить,
2я .

о

отнеся элементу г поворот на угол
— 2, на угол

— -3, ..., наконец, на угол
— (т— 1). Так мы полу-

tx п

чим т — 1 = —- —• 1 представлений Гь Г2, ..., Гт-ь где

Гл(г*) = !
cos —/i& —sin— hk

2я

sin — hk

n

2я
cos
— hk

j

ГЛ(5Г")

2я
.

2я
cos — Л# — sin —A&

ft Л

.
2я

,
2я

f
— sin

— hk — cos
— hk .

n n J

здесь A = 1, 2, ..., m
— 1, k = 0, 1, 2, ..., м — 1 (при

h = 1 получается выписанное выше представление Г =

Характер представления ГЛ:

ХаИ-2cos^Afe, Xft(sr*) = 0.
.

'

Кроме найденных m — 1 представлений Гь Гг, ..., Гт-ь каких-

либо новых представлений мы таким путем не получим, так как если

2я

элементу г поставить в соответствие поворот на угол ~'пг = п*

то это представление будет приводимым; ибо при таком преобразо-
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вании (центральная симметрия) все векторы пространства являются

собственными. При поворотах же на углы — (т _|_ \^ — (т _j_ 2), ...

..., и т. д. получатся представления, изоморфные уже найденным
представлениям Гл.

Итак, мы нашли ^все -т>— 1 двумерных

представлений группы Dn. Эти представления неприводимы,
так как одномерных подпространств, инвариантных,

нагл , ,

пример, относительно поворота на угол
— ft, где Л =

= 1, 2, ..., т
— 1, не существует. Ясно также, что

найденные представления ГЛ попарно не изоморфны
(п. 3, стр. 355).

II. Пусть теперь п = 2т + 1 нечетно. Элементы

группы Dn следующим образом разбиваются на классы

сопряженных элементов:

М> {г, /-2т}, {Л г2™"1} {/Л г™+1},{5, sr, ,.., sr*»-i}4

Найдем сначала два одномерных представления.
Если Г(г) = а, то Г(гш)=ат, Г(гт+1) = ат+\ и так как

элементы гт и rm+1 сопряжены между собой, то ат =

= ат+\ откуда а = 1. Далее, если r(s) = ^, то T(s2) =
= [}2 гз 1 и р === ±1. Так мы получаем два одномерных
представления "(совпадающие со своими характерами):

D2m+ii e

! X! | 1

\%2 || 1

Г

1

1

г2

1

1

.-

...

2т

1

1

S

1

— 1

sr

1

—1

...

...

sr2m

1

—1

или, короче,

\D2m+i

Xi

г ь

rk'

1

1

srk

1

.—1
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Двумерные представления этой группы находятся
так же, как в случае четного п (см. п, I), А именно,
имеем

1\И

I\(sr*) =

cos—hk —sm—hk
п п

sin
— nk cos —hk .

ГС /I J

2я 2я,
'

cos
— hk —sin--~hk
n n

— sin
— hk — cos

— ли
j

где h = 1, 2, ..., m, & = 0, 1, 2, ..., n — 1.

Характер Л-го представления

'

X*(r*)=2cos^A*f b(sr*) = 0.

Все эти представления неприводимы и попарно не

изоморфны.
Выпишем полностью таблицы характеров для групп

D4, D5y Dq. При л = 4 группа D4 имеет 4 одномерных
и одно двумерное представления.

Их характеры:

[ D*

Xi

Хг

Хз

Х4

ъ

в

1

1

1

1

2

Л'3

1

1

— 1

—1

0

г*

1

1

1

1

—2

s, sr2

1

—1

1

—1*

0

srt sr3\

1

—1

—1

1

0
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При п = 6 группа имеет 4 одномерных и 2
двумерных представления с характерами:

D° e

и 1

ъ

Хз

Х4

Хб

Хв

1

1

1

2

2

г, г6

— 1

— 1

—1

г2, г4

—1

—1

г3

1

1

—1

—1

—2

2

S,S/-2,S/-4 S/-,S/-3,S75i

1

— 1

1

— 1

0

0

1

—1

—1

1

0

0

Наконец, группа Z)5 имеет два одномерных и два

двумерных представления. Их характеры:

°ъ

Xi

Ха

Хз

J X4

е

1

i

2

1«

г, г*

1

1

I 2л
2 cos
—

1 4я
2cos —

Л'3

1

1

4я
2cos —

2jt
2 cos -g-

srfe,
k=Qt 1, 2, 3, 4

1

—1

0

0
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§ 9. Характеры группы вращений тетраэдра

Число классов сопряженных элементов этой группы
равно 4, порядок ее равен 12. Так как

12= 12+12+12 + 32,
то группа имеет три одномерных и одно трехмерное
представления.

Найдем одномерные представления. Пусть
Г(с8) = а. Тогда Г (с|>= а2 и Г (с») = а3 =

1.Следовательно, а — кубический корень из 1. Пусть Т(с2) = [J;
тогда Г (с\) = р2 = 1 и (5 = ± 1. Но характер каждого

неприводимого неединичного представления должен быть

ортогонален характеру единичного представления, т. е.

1 + 4а + 4а2 + 3£ = О,
или (2)

4(1+а + а2) +3(р- 1) =0.

А так как а3 = 1, то при а ф 1 имеем 1 + а + а2 = 0,
и, значит, р = 1 (Заметим, что для неединичного

представления а не может равняться 1, так как в этом

случае из равенства (2) вытекало бы, что р = —3, что

невозможно).
Итак, мы нашли характеры трех одномерных

представлений группы Т:

т

xi !

Ха

Хз

1 е

1

| 1

1

4с3

1

а

а2

Ц

1

а*

'а

6с%

1

1

1

СП . . . С4\,
г^

где а = cos-у + i smlp и пРеАставления неприводи-

мы и попарно неизоморфны.
Далее, так как группа Т является группой

преобразований трехмерного пространства, то она и будет одним
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из своих представлений. Мы не будем находить матрицы

этого.(основного) представления в каком-нибудь
фиксированном базисе, но ограничимся тем, что найдем только

характер представления. Это приводит к

значительным упрощениям, потому что след матрицы линейного

преобразования не зависит от базиса, и мы можем для

каждого преобразования выбирать базис так, чтобы его

матрица выглядела возможно проще. Особенно удобно
принимать ось вращения за одну из координатных осей.

Так, если принять ось вращения за ось Oz (а оси

Ох и Оу, ортогональные оси Oz и между собой, выбрать
произвольным образом), то матрицы поворотов на углы

•у
и
-у соответственно будут иметь вид

1

2

уУз
0

-4-V3 о

ч •

0 1

И

1
""

2

-4-vi
0

-у Уз о

1

-т
°

0 1.

Следы их равны нулю. Матрица поворота вокруг оси
Oz на угол я

[-1 -? ЦL о о и

имеет след, равный—1. Это дает характер
трехмерного представления группы Т:

т

Х4

е

3

4с8

0

4с!

0

Зс2

-1 1

Соответствующее представление неприводимо, так

как

(X4.X4) = f2(9 + 3)=1'

и не изоморфно, очевидно, ни одному из предыдущих,
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§ 10. Характеры группы вращений куба
и группы симметрии тетраэдра

Число классов сопряженных элементов группы вра-

шений куба О равно 5, порядок ее 24.
Из равенства

24= 12+12 + 22 + 32 + 32

видим, что группа имеет'два одномерных, одно двумер-

ное и два трехмерных представления. Найдем их

характеры.
Группа О изоморфна группе S4 подстановок из четырех

элементов. Подстановки бывают четные и нечетные.

Произведение двух подстановок одинаковой четности — четно,

произведение подстановок разной четности — нечетно.

Поэтому для группы S4 (как и для каждой симметрической
группы) мы сразу получаем два одномерных
представления—единичное и,такое, которое всем четным

подстановкам ставит в соответствие 1, а всем нечетным

подстановкам — 1. -

Каким же вращениям куба отвечают четные

подстановки? Выше мы нашли, что группа О состоит из 5
классов сопряженных элементов, содержащих один, шесть,

три, восемь и шесть элементов. Четные подстановки

образуют в группе S4 нормальную подгруппу 12-го
порядка. Но нормальная подгруппа должна содержать целиком
несколько классов сопряженных элементов. Кроме того,
единичный элемент обязательно должен в нее войти.

Следовательно, кроме единицы, в эту нормальную

подгруппу войдут элементы, образующие классы из восьми

и трех элементов.

Восемь элементов образуют повороты вокруг
диагоналей на углы 2я/3 и 4я/3 —класс {8с3}. Три
элемента— это повороты вокруг осей четвертого порядка на

угол я — класс IЗс|}. Остальные элементы группы: класс,
состоящий из 6 поворотов вокруг осей четвертого
порядка на углы я/2 и Зя/2,—это {6с4}, и класс, состоящий
из 6 поворотов вокруг осей второго порядка— {б^Ь
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Итак, характеры одномерных представлений
группы О:

О

Xi

Хг

е

1 1

1

8с8

1

1

'&J

1

1

6с4

1

1

—1

6са

1

—1

Чтобы найти характер %4 одного из трехмерных

представлений группы О (а она сама является одним

из своих трехмерных представлений), снова будем
каждый раз ось вращений принимать за ось Oz. Так мы

получим матрицы

тУз -т о >

о о 1J

[О
-1 (Л Г-\ 0 0]

о о lj L о о U

Соответствующий характер

Х4 (*) = 3, Х4 (с3) = О, Х4 (4) - - 1,

Х4(^)=1, Х4(^) = -Ь

Далее, если мы уже имеем одно трехмерное
представление группы О, то второе можно получить

следующим образом: не изменяя преобразований
соответствующих четным подстановкам, все остальные умножим на
— 1. Покажем, что при этом мы снова получим
представление группы О. Пусть первое (трехмерное)
представление обозначено через Г, второе — через Г', и пусть
а, ЬеО, тогда Г (ab) = Г (а) Г (6). Если оба элемента
а и Ь отвечают четным подстановкам, то и элемент ab
тоже отвечает четной подстановке; при этом Т'(а) »
= Г(а), Г'(6)=Г(Ь), Г(аЬ)—Г(аЬ), и значит, Г'(аЬ) =
= Г{а)Г[Ь).

Т(е)
Lo о ij

Г(с,) =
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Если элементы а и 6- отвечают нечетным

подстановкам, то ab по-прежнему четно, и Г'(а) = — Г (а), Г'(ft) ■=

= - Tib), Y'{ab) = Г(аЬ), откуда Г(аЬ) = Г'(а) Г(6),

Наконец, если элементу а соответствует четная, а

элементу Ъ — нечетная подстановка, то элементу аЬ

отвечает нечетная подстановка, и мы имеем Г'(а)=Г(а),
Г'(&) = -Г(Ь), Г'(аЬ) = -Г(аЬ), и значит, Г'(аЬ) «=

с=Г'(а)Г'(&).
При умножении преобразования на —1 его матрица

в любом базисе,— а значит, и ее след — умножаются на
— 1. Поэтому второе трехмерное представление группы
О будет иметь характер

Хв(*) = 3, Хв(са) = 0| Х5(*!) = -1,

Оба трехмерных представления неприводимы,
поскольку

^(9 + 3 + 6 + 6) = 1,

и не изоморфны между собой:

3.3 + 3-6-6 = 0.

Наконец, характер хз двумерного представления
можно найти алгебраически. Пусть

Хз (е) « 2, хз (с8) = а, Хз (*!) = Р, Хз fo) = Yi Хз (^) « 8.

Запишем условия ортогональности этого характера к

четырем, уже найденным:

12 + 8а + ЗР + 6у + 6$ =» 0,
2 + 8а + Зр - 6у - 66 ~ 0,

| 6 — Зр + 6y — 66 =- 0,
(б _ зр — 6у + 66 = 0.

Складывая и вычитая первые два уравнения, получим

2 + 8а + Зр г- 0,

6у + 66 = 0.
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А складывая и вычитая третье и четвертое, будем иметь

г б — зр = о,

\6v —66 = 0.

Следовательно,

Р = 2, т = 6 = 0,а=-1,

и значит, характер %3 двумерного представления
группы О таков:

Хз (*) = 2, х3 (с*) 1, Хз W) = 2> Хз (О = 0, Хз (*i) = 0-

Легко видеть, что и это представление неприводимо:

1/24 (4 + 8 + 3-4) = 1.

Выпишем полную таблицу характеров группы
вращений куба:

О е

Xi II 1

II

ъ

Ул

Xi

ъ

' 1

2

3

3

8с3

Г

1

— 1

0

0

&?

1

1

2

-1

-1

6с4

1

-1

0

1

-1

1

6с2

1

— 1

0

— 1

1

Группа симметрии тетраэдра Td изоморфна группе
О, и ее таблица, характеров идентична таблице

характеров группы О:
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\т* Iе
Xi 1

ъ

Хз

1

Х4

Хъ

1

2

3

3

Sc3

1

1

— 1

0

0

Зс2

1

1

2

— 1

— 1

6а

1

-1

0

1

— 1

6а'

1

— 1

0

— 1

1

§ 11. Тензорное (кронекеровское) произведение
матриц

Пусть мы имеем две (квадратные) матрицы

Их тензорным (кронекеровским) произведением
называется матрица

*x»-[S В]

"аа аЬ ас $а $Ь §с
ар ag ar Рр §д $r
ах ау аг р* $у §z
уа yb ус 6я ЬЬ 6с

ур уд уг бр 6j бг

.ух уу уг Ьх by 6z_

В общем случае определение аналогично:

АхВ

ап ai% • • • аш

х

Al *ia "Лт
Ь21 *22 "'Лт

.ml &т2 ' ' * "mm.
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-апВ
a2iB

апВ.. атВ'
В...а2пВ

'апьи
aiAi

allfeml
°21fcU

а„,В
_ nl

aUblm аПЬП
alAm °12621

«no В... а„„ВП2 ПП _

°12felm •• °ln6H
°1262m ••■ainblX

■••alnblm
•••°.Лт

11 mm 12 ml 12 mm

a21fclm a226U

-°nx6ml ' • • anlftmmfln26ml •'

a22blm

n2 mm

■•alnbml
..alnbu .

.. a, b

... a b л ... a b
nn ml nn mm~

Кронекеровское произведение матрицы порядка п и

матрицы порядка т будет, очевидно, матрицей порядка
тп. Легко йроверяются следующие соотношения:

1) АХОт=Отп,
Z) Еп /\ Ёт = Emm

3) АХ{В + С) = АХВ + АХС,
. 4) {А + В)ХС = АХС + ВХС,

5) (аА)Х(рЯ) = (ар)(ЛХВ),
где Ok — нулевая матрица, а /^ — единичная матрица

порядка k.

Заметим, что след тензорного произведения матриц
tr (AXB) = qntrB + a22trB + ... + anntrB=trA • trB

равен произведению следов сомножителей.

§ 12. Тензорное произведение векторных пространств

Здесь мы предполагаем, что читатель знаком с

понятием, тензора, введенным в главе VIII, и с

соответствующими обозначениями. Этот и следующий параграфы
можно и пропустить без ущерба для понимания

дальнейшего; однако от этого несколько пострадает полнота

проводимых дальше доказательств.

Если воспользоваться введенными в главе VIII

обозначениями, то тензорное произведение матриц Л=[а]]
порядка пи В= [bpq] порядка т, где верхний индекс —

номер строки, а нижний — номер столбца, есть матрица
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Га\Ь{ ... a\blm а\Ь\ ... a\bl ... a\b\ ... аЩ
\a\b\ ...а\Ь*т a\b\ ... а\Ь% ... a\b\ ... ^

nlhm nlbm n1hm alhm n1hm n1hm
alo1 ... aiom a2o1 ... a2om ... anox ... anom

аЧ1 a2bl a2bl a2bl a2bl o2bx Iaxox ... alom a2ox ... a2om ... anox ... anom

\Ji1o1 ... a1bm a2bx ... a2bm ... anbx ... anbm_\
элементы a\b\ которой (их можно обозначить короче:

с% = a]bVq) занумерованы двумя парами индексов
t, р и /, q, причем при лексикографическом упорядочении
этих пар

И, 12, .,., lm, 21, 22, ..., 2m, ..., /U, я2, ..., пт

верхняя пара определяет номер строки, а нижняя —

номер столбца. Пусть матрицы Л = \а)\, В = [bq]
—невырожденные, и пусть Л"1 = [а]], В"1 = [bq]. Покажем,
что матрицей, обратной к тензорному произведению
А X В, будет матрица, равная тензорному произведению
обратных матриц Л"1 и В""1, т. е. что (АХВ)(А~1Х
ХВ"1) = Етп- Действительно, элемент (/, р)-й строки и

(г, s)-ro столбца произведения (Л X В) (Л""1 Х^""1) име_

ет вид

Ш) ДО?) = (aJ5) (bfbt) = 6*6Р - 6*?

(в тензорных обозначениях — по индексам /= 1, 2, ...

...,
п и q = 1, 2, . .,

m ведется суммирование), где

8*р —символ Кронекера (ср. § 1 главы VIII),
равный 1, если пары if р, и г, s тождественны, т. е. если

i = г и р — s; и равный 0, если i # г или если р ф s.

Таким образом произведение (Л X 5") И"1 X В"1) есть

единичная матрица порядка mn, и значит, матрицы Л X В
и Л"1 X В""1 взаимно обрати ы (откуда, в частности,

видно, что если \А \ Ф О и \В\ ф О, то и |Л X В| ^= 0).
Дадим теперь определение тензорного произведения

векторных пространств. Пусть имеются два

пространства:- /?i — размерности п и R2 — размерности т. Выберем
в пространствах Rx и /?2 соответственно базисы е\> е2, ...

..., еп и /i, f2, ..., fm и рассмотрим линейное простран-
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ство R размерности тп с базисом е{}к, где i= 1, 2, ...

•.., n, k = 1, 2, ..., т. (Заметьте, что мы никак,

разумеется, не перемнож аем векторы е{ и fhi взятые из

разных пространств
— базис пространства R

образован просто парами векторов, причем пара еи fk
обозначена через e{fk). Элементы этого базиса упорядочим
лексикографически:

?\fu e\h> • •
•> ^lfm, e2fь £2/2, ..., fyfm, #.., enfh enf2, •*., ejm

и обозначим £ifh через Eik. (Ясно, что векторы Eik,
взятые в этом, лексикографическом, порядке, можно

занумеровать и числами 1, 2, ..., тп\ однако нам будет
удобнее нумеровать их парами чисел.)

Предположим теперь, что в пространстве Rx мы

перешли к новому базису еъ е2, .. .,е'пс матрицей перехода

A=[<Xi] (и значит, е[^=а\ек— не забывайте о

суммировании по индексу k\), & в пространстве R2 — к

новому базису /1, /г, ..., fm с матрицей перехода В = [рр]
(и значит, f'p = $rPfr)- По определению, будем считать,
что' при этом в пространстве R совершается переход к

новому базису с матрицей перехода, равной
тензорному произведению АХВ матриц перехода в

пространствах R\ и R2t т. е. что в пространстве R

соответствующий новый базис будет образован векторами

EiP =» eifp = <Xi$pEkr =* Щ%Ыг*

(Заметьте, что правая часть формально является

произведением сумм OLieh = ei и Рр/г = /р)- Так

определенное пространство R называется тензорным, или кро-

некеровским, произведением пространств Rx и R2 и

обозначается /?i (g) /?2-
Из доказанного выше вытекает, что если АХВ —-

матрица перехода к новому базису в пространстве /?, то

обратной к ней будет матрица А-1 X В-1,

§ 13. Тензорное произведение линейных операторов

Пусть имеются два пространства: Rx размерности п

и R2 размерности т, и пусть R = Rx ® R2 — их

тензорное произведение. Предположим, что в пространстве R\
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задан линейный оператор s& — двухвалентный
смешанный тензор -а*, при переходе к новому базису

преобразующийся по формуле а] = а]агра\у а в пространстве

R2— линейный оператор 9$ — такой же тензор brsi

преобразующийся по формуле b's =$ls$mb?. (Здесь
А = [а]]—матрица перехода к новому базису в

пространстве Ru В = [р]]— матрица перехода в

пространстве R2l A"1 = [5j], -В"1 = [pj]).
Рассмотрим кронекеровское произведение А' X В' (где

А' — матрица оператора зФ в новом базисе пространства
/?1э а В'— матрица оператора 31 в новом базисе

пространства R2) и покажем, что элементы этой матрицы

Получаются из элементов матрицы Л X В по правилу

преобразования тензора один раз ко- и один раз контравари-
антного. Действительно, имеем

ajb\r = (c#M (plXbT) = (ojp!)Ж) (а*ЬТ).

(Здесь a^ps — элементы матрицы перехода к новому

базису в пространстве /?, ар р™ —элементы обратной
матрицы, а суммирование ведется по парам индексов q, I
и р, т.)
Мы показали, что кронекеровское произведение

матриц при переходе к новому базису лреобразуется как

смешанный двухвалентный тензор, а значит, оно

определяет линейный оператор, действующий в

пространстве R. Этот оператор, обозначаемый' через S&X&,
называется тензорным (или' кроне ке р о в с к и м)
произведением операторов s& и $. На
базисные векторы пространства R он действует так:

(& X Я) Eij = a\b]Epl = avib]evfq.

(Заметьте, что правая часть формально является

произведением сумм а\ер = $1>е\ и b]fq = $f3)>
Итак, тензорное произведение линейных операторов

не зависит от выбора базисов в пространствах Rx и /?2,
По доказанному в конце § 11 след кронекеровского
произведения линейных операторов, равен произведению
следов сомножителей.
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Докажем теперь тождество

ABXCD={AX С) (BXD), (3)

где Л и В —любые матрицы порядка я, а С и D —

матрицы порядка т. Пусть в каких-то фиксированных
базисах пространств /?! и R2 элементы каждой из матриц
обозначены теми же буквами латинского алфавита, что

и сами матрицы, но не прописными, а строчными. Тогда
(*, А)-й (т. е. стоящий на пересечении i-й строки и А-го

столбца) элемент матрицы АВ — это свертка a\b\, a

(р, q)-й элемент матрицы CD равен c^dq.
Следовательно, элементы тензорного произведения АВ X CD — это

В правой части стоит свертка произведения матриц
Л X С и В X D по паре индексов /, s, т. е. элементы

обычного матричного произведения (AXC){BXD).
Формула (3) доказана.

§ 14. Тензорное произведение представлений
(представления прямого произведения групп)

Наша ближайшая задача состоит в следующем.

Предположим, что группа G равна прямому
произведению своих подгрупп А и В: G = А X В. Спрашивается,
как, зная все неприводимые представления групп А и В,
найти все неприводимые представления их прямого про-
изведения G?

Пусть ГА —какое-нибудь представление группы А и

Гв—представление группы В. Если g = ab, где аеЛ,
ЬеЯ—произвольный элемент группы G, то по

определению, положим *)

T(g) = TA(a)xTB(b).
Проверим, что так мы действительно получим

представление группы G, т. е. что если g{ = афх и g2 =

= а2Ь2— произвольные элементы группы G (где ah а2&

е-Л, bh hezB), то Г(^2) = ГЫГ(£2).

*) Читатель, пропустивший §§ 12—13, может считать, что ТА{а)
и Тв (Ь) — это просто матрицы соответствующих операторов.
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Мы имеем ГА (ага2) = ГА (ах) ГА (а2), так как ГА —

представление группы Л, и Гв (Ь^) = Гв (bx) TB (b2),
поскольку ГБ—представление группы В. Пользуясь
определением оператора Г и тождеством (3) из предыдущего
параграфа *), получаем
г (&&) - Г {a1b1-a2b2) = г (a^-bJz) =~

= ГА (fllaf)X ГБ (6,6.) = [ГА (Й1) ГА (а2)]х
X [ГБ (60 ГБ (&2)1 = [ГА (а,) X Гв (6,)] [ГА (а2) X ГБ (&2)] =

= Г(а161)Г(а262)=Г(йг1)Г(вг1)|
т. е. Г — действительно представление группы G.

Представление Г группы G называется тензорным

произведением представлений ГА и Тв и

обозначается символом ГАхГв.
Пусть, далее, %А — характер представления ГА, %в —

характер .Г и %
—

характер их тензорного
произведения ГАхГБ. Тогда, если g = ab, где а е Л, Ь е= Б, то

Х(ЯГ) = Х И) = trT (й) = tr [ГА (а) X Г* (6)] =
= trTA(a)trrB(&),

т, е,

%(g) = %A(a)%B(b).
Это — важная формула, выражающая характер
представления прямого произведения групп через характеры
представлений сомножителей.

Пример. Мы знаем, что группа V = А X В, где

Л={е, а} и £={е, 6}— циклические группы второго

порядка (см. стр. 297). Зная характеры представлений
этих групп:_

в

X?

х2в

е

1

1

Ь

1

—1

■А

.rt

х2А

е

1

1

J

а

1

— 1

*) Читателю, пропустившему §§ 12—13, придется принять эту
формулу без доказательства.
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мы можем составить таблицу характеров их прямогр
произведения

— группы V:

V

Ы xf

Xi %2

ti xf

4 xf

e

, 1

1

1

1

a

•1

1

— 1

— 1

b

1

— 1

1

-1

ab

1

-1

— 1

1

(разумеется, совпадающую с найденной на стр. 327),
Теорема 6. Пусть группа G равна прямому

произведению АХ В. Если представления ГА группы А и Тв
группы В неприводимы, то и их тензорное произведение
ГА х Гв неприводимо *).

Доказательство. Пусть ^хА —характер
представления ГА, %в — характер представления ГБ, k — порядок
группы А и I — порядок группы В. Пусть,, далее, аи

02, ..
•> ak — все элементы группы А и &ь &2, •.., Ь|—■

все элементы группы В. Тогда элементами группы
А X В = G будут всевозможные произведения а{Ьи где

I = 1, 2, ..., А, /= 1, 2, ...,
/.

Пусть х
— характер тензорного произведения ГА х Тв.

Вычислим его скалярный квадрат;

(Х,Х)=.
=

ш 2 х (*A)iW = £г2 *л (а<) *в ^ хА(а*)хв№) -

=

X 2 5CA (fli) XA (ad 4 2 X5 A) X5 (&;MxA, XA) (xB, XB).
i=i i=i

*) Пусть читатель не удивляется, встретив в литературе и прямо

противоположное утверждение. Дело в том, что, помимо

определенного здесь тензорного произведения представлений двух разных

групп существует (несколько похожее на это) определение
тензорного произведения двух представлений одной и той же группы (оно тоже
будет некоторым представлением этой группы). Для этого, другого,
тензорного произведения теорема, аналогичная теореме б, неверна.
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Но (хА,ХА)'= 1 и (хв, %в) = 1, так как оба
представления Iм и Гв по условию, неприводимы. Следовательно,
(Х>Х) = 1» и значит, представление ГАХ Гв неприводимо.

Теорема 7. Каждое неприводимое
представление группы G = АХ В изоморфно тензорному
произведению некоторого неприводимого представления группы
А и некоторого неприводимого представления группы В.

Доказательство. Предположим, что число

классов сопряженных элементов группы А равно р, а число

классов группы В — равно q, и пусть ГА, Г^, ...,
ГА —

все неприводимые неизоморфные между собой

представления группы Л, а Тг, Г2, ..., Tq — все неприводимые

попарно неизоморфные представления группы В. Тогда

всевозможные тензорные произведенияГАх^ = Ггз
являются, по теореме , 6, неприводимыми представлениями
группы G. Число таких представлений равно pq. Число
классов сопряженных элементов группы G тоже равно
pq (следствие из теоремы 10 § 10 главы X). Значит,
если мы докажем, что произведения TrS}nе изоморфны
между собой, то это и будут все неприводимые
представления группы G, чем наше утверждение и будет
доказано.

Вычислим скалярное произведение характеров двух
таких представлений Trs и IV

(Хга. Iht) = Я2 Xrs (CLibj) Xht (aibj) =

"

= h 2 XrA (fli) Xf (bj) Xjf(fli) Xf(bJ -
1,3

k I

= т2хгА(я0хШт
*-(x^tf)(xf.xf).

Так как либо ГА не изоморфно ГА, либо Т? не

изоморфно Tt (а, возможно, что имеет место и то, и

другое), то по крайней мере одно из скалярных
произведений в правой части равно 0. Следовательно, (хг„ %ht)=*
в= 0,— и представления Гг, и Гл, группы G не

изоморфны между собой.



ТЕОРИЯ ХАРАКТЕРОВ (ГЛ. ХШ

§ 15. Характеры группы симметрии куба

Эта группа является прямым произведением группы
О и циклической группы / второго порядка (см. § 8
главы XI). Она имеет 10 классов сопряженных
элементов. В соответствии с разложением

48 = 24 • 2 = (12+12 + 22 + 32 + 32)2,

группа Oh имеет 4 одномерных, 2 двумерных и 4

трехмерных представления. Характеры их определяются
следующей таблицей:

е

| X. | 1

Х2 1

Хз || 2

Х4 || 3

Х5 || 3

Хб

'
ь

%8

Х9

1 Xio

1

1

2

3

3

8с3

1

1

— 1

0

0

1

1

—1

0

0

Зс|

2

— 1

—1

2

—1

—1

6с4

— 1

0

—1

0

—1

6с2

— 1

0

0

—1

У

1

1

2

3

3

1

1

—2

-3

-3

8jc3

1

1

— 1

0

0

1

1

1

0

0

3/*?

—1

—1

—2

6/с4

— 1

0

—1

0

—1

6Д?Я

—1

0

—1

0

—* 1
Задача. Выпишите таблицы характеров прямых

произведений С2ХСз (эта группа изоморфна С6), С2Х^4, С2 X С5, СгХ^в,

V X С2| /)з X С2г D, X C2l Z)B X C2i D6 X C2l Th = Г X С*
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